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PARTE PRIFMA : L'algebra commutativa in un topos

1. Introduzione

Nel corso di questo seminerio lavoreremo prevalentemente
nelle categorie

(%)

- 99 1la categoria dei funtori dalla categorias/degli anelli s

(=x)

finitamente preseﬁtati alla categoria degli insiemi ¥;

- %, il topos di Zariski che definiremo nel seguito; Z & una
sottocategoria piena di ¥4, ‘
L'importanza di PHella geometria algebrica deriva dal

fatto che la maggior parte delle costruzioni che si considerano

in questa diéciplina dipende funtorialmente dall'anello di base.

Cosl, per esempio, dato un anello A, consideriamo

- s'(a)=: {(x,y)e.ﬁzl x£+yé = 1)} , la circonferenza di A;

- VN2 (4)=: {(x,y)eﬁAilH t,8€ A tx+sy=1} , l'insieme delle cop-
pie di elementi di A chegenerano tutto A.

Ognicmoﬁorfismo f:A—>3B da A in un altro anello B induce un'ap-

plkcazione s'(£) : ') — > S{(B),

rispettivamente V”é(f) : V?’é(A) =v ' (B),

) N - , 2 .
e si vede cosi che S'e V' danno luogo a funtori. Potremmo con-

siderare il funtore S come la circonferenza universale. (Cfr. il

testo di Gabriel e Demazure [GD]). Accanto agli ogmetti s'ev?

di .SP‘“,, consideriamo il funtore distratto B: & —> & che

associa ad ogni Bes il suo insieme di sostegno. Chiameremo il

funtore i la retta (affine): esso associa al campo dei numeri

(x) wuando parliamo di anelli, sottintendiamo sempre: anelli com
mutativi con unita 1. i
(ii) Un anello & finitamente presentato, se & del tipo A/I, dove
A & un anello libero con un numero finito di generatori,cioé
A=2%[X y0...,X.] 4, e T un ideale di A, anch'esso con un nu
mero finito di generatori.
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reali precisamente la-retta reale. A & un anello in ¥¥: abbiamo

le trasformazioni naturali

L xR + > B
R xhK > R
I - > R
gl ik > I
g o > RAj
per esempio, AxlA —t—> R associa ad ogni Bes 1l'addizione in B:
(Bodr) (BY =L (B)xh(B) = BxB + > B = R(B).

Poiché gli assiomi di anello sono equazionali, possiamo esprimer
ci in termini di commutativitad di certi diagrammi, per esempio
la commutativita dell‘'addizione ei esprime dicendo che il trian-

golo
Axh —t SR

N

Iogh
é commutativo.

Accanto a questo approccio funtoriale alla geometria al-

gebrica, consideriamo anche il seguente: dato un anello A in u-
na categoria ¥ con limiti finiti, possiamo concepire ognl espres
sione polinomiale in (al pild) n variabili (n>0) come un morfi-

n N S . , . 2 _.2
smo da A~ a A; cosl, per esempioy concepiamo l'espressione X +y
come il seguente morfismo: ,

AxA —9xa 5 AxA —F 5 A,

By o » Y e A - 2
dove q ¢ il morfismo "quadrato" corrispondente all'espressione X ,
cioe

A ‘
Q=A-—=—> AXA —> A .

Possiamo quindi ancora definire la circonferenza di A ponendo

s'(a) =: {(x,y)e.A2 I}c2+‘y:2 =1},




e e

purché interpretiamo in modo opportuno questo simbolismo "insie-
mistico", intendendo ci & l'espressione a destra come l'egualiz—
zatore dei due morfismi Aa—lfii——>uA e A2—+>1 5 A,

Chiaramente, gquesta tecnica permette di interpretare ogni
formula del tipo {(xq,.....,xn)e AR l f(xq,....,xn)= g(xqg...,xn)};
dove £ e g sono espressioni polinomiali in al piu n variabili.Una
defigizione analoga di v 2o tuttavia complicata dal fatto che,
nella definizione originale ai v'* compare il quantificatore e-
sistenziale . Ma se ¢ ammette una "buona® fattorizzazione dei
morfismi in un epi seguito da un mono, cioé squposs1ede immagini
(come ¥ per esempio), possiamo definire anche V 2 e altri ogget
ti nella cui definizione comparei[: formiamo dapprima -

Vi(a) =: {(x,57,8, t)e A’ | tx + sy = 1}
come<;;g_f1n1to con la tecnica appena descrltta e deflnlamo
2(A) =3 Im (V'(A)>—> A" t<m, > )>—> A2
Se consideriamo in particolare € = YFe s = [, risulta S QA)-S e

v 3 (@) = v 2. Il nostro anello B in ¢ collega dunque questi
due punti di vista, facendo apparire il secondo come una genera-
lizzazione del primo. Cercheremo nel seguito di comprendere me-

glio questa funzione generalizzante di A, dando un senso preciso

alle affermazioni
- hes¥ e 1'anello generico;
-Dhe? & l'anello locale generico;

g8i serviremo a questo scopo della nozione di topos classifican-

te. Guesté proprieta di A, messe in evidenza da M.Hakim [H] ,

significano naturalmente che le costruzioni geometriche che si
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Le costruzioni che, partendo da un anello A in una cate-
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goria % , ci hanno portato ai sotto-oggetti s'(a) e V"*(4) di A

si possono inguadrare in una semantica categorigle: possiamo con-
cepirle come Iinterpretazioni .di formule. Indicheremo nel seguito
un metodo che permette di interpretare ogni formula @ espressa
per esempho nel linguaggio della teoria degli anelli un sottosog-
getto, [0l di AR (se in ® ooccorrono non piu di n variabili 1i
bere); si noti perd che la logica classica non € generalmente va-
lida in categorie come 9””0 Z 3 lo & invece la logica intuizioni-
sta nel senso che, date due formule ® e ¥ , non & generalmente
sufficiente che ¢ implica ¥ nella teoria classica degli anelli
perché si abbia [@] < [¥] : occorre che l'implkcazione ® — Y
si possa dimostrare con i mezzi della ldgica intuizionista. Tutta

via, dimostreremo un metateorema:

finché si considerano soltanto formule coerenti (cioé co-

struite usando come simboli logici solo a, v, 3 el (il ve

roD; la logica intuizionista coincide con quella classica.
Un modo particolarmente fruttuoso di lavorare con l'anello generi
co o0 con l'anello locale generico monsiste quindi nel trasportare

tutte le costruzioni e nozioni in un contesto di logica coerente.

La geometria algebrica classica si basa su campi, o addi-
rittura su campi algebricamente chiusi, idealizzando ccsl la si-
tuazione per avere un ambiente abbastanza vasto da consentire tut
te le costruzioni algebriche. Considerare il fuhtore A e ¥4 &
per certi versi un punto di vista analogo: si prendono tutti.gli
anelli finitamente presentati contemporaneamente. Tuttavia, in un
aneilo che ¢ semplloeemente COUWLULATIVO, wolts COSTIUZLIODL pPreschn-
tano delle difficoltd, come per esempio le varieta grassmanniane:

non disponiamo infatti di abbastanza elementi invertibili. Esiste
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pero una tecnica con la qua}e.ﬂ-pué venir "forzato" ad essere

- un campo

- un campo algebricamente chiuso

- un anello locale;

di c¢id parleremo nel seguito.

Osserviamo intanto che un modo di descrivere assiomati-
camente un anello locale consiste nell'aggiungere agli assiomi
di anello i seguenti assiomi:

a) o (1=0),

b) Vx, x & invertibile oppure 1-x lo &;

(si veda [K 77] p.62). La nozione di amello locale comporta quin
di l'esistenza di almeno un certo numero Adi elementi invertibili,
anche se non tanti quanti ne comporta la nozione di campo. Abbia-
mo pero delle ragioni molto valide per non "forzare" R adessere

un campo : in tal caso, non avremmo infatti elementi nilpotenti,

ed é ndta l'importanza di questi elementi nella geometria alge-
brica. Forse & proprio questa la ragione per la quale il topos
di Zariski € stato inventato. Infatti, se guardiamo al nostro
funtore A in %, esso & un anello--locale.

Un'ultima osservazione: se la nogione di campo non €
"buona", lo & perd quella di chiusura algebricaj; cercheremo guin
di nel seguito di elaborare una nozione di |

"anello locale algebricamente chiuso"

(o piu precisamente, separatamente chiuso). Questa nozione esi-—
ste e possiede un ben noto topos classificante: & quelloachie Gro

thendieck chiama "topos étale" &£t.



2. L'anello generico e l'anello locale generico

2.1. La nozione di genericita

Premettiamo le seguenti definizioni:

Definizione 1. Un funtore f: ¥ ——%2 si dice geometrico se pos-

siede un aggiunto a sinistra \
E 3
f — £
che é esatto a sinistra (cioé conserva i ;iﬁ finitij si ricordi

che un aggiunto a sinistra conserva sempre i colimiti).

Definizidne 2. Una sottocategoria piena ¥ di una categoria 2 si

dice geometrica se il funtore ¥ <% ¢& geometrico, cioé se ¥

¢ una sottocategoria riflessiva di 2 per la quale il funtore di

riflessione r:92 —s ¥ conserva i ;im finiti.

Defipnizione 3. Un topos di Grothendieck (o brevemente topos) & una

categoria & che € (o pud venir trasformata in) una sottocategoria
geometrica di una categoria del tipo ‘V%@pj con € piccola (I).

In particolare quindi & = #® & un topos ({x} & la categoria

con un solo oggetto e un solo morfismo), e di questo topos, i to-
pos di Grothendieck ereditano quasi tutte le proprieta, in parti-
colare 1le prdprieté di esattezza, poiché, come in ogni categoria
di funtori a wvalori iﬁ &, 1 limiti si calcolano "punto per punto”.

La nozione adeguata di funtore tra due topos € la seguenteE

(®) Questa definizione & equivalente a quella che richiede 1l'e-
quivalenza con una categoria di fasci su un sito: il funto-
re r di riflessione induce muna topologia di Grothendieck su
% tale che &= Fasci (¢¥), ved. 2.3.
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Definizione 4. Dati due topos. & ¥ o, poniamo

e
Top (&, # ) =: 1l'insieme dei funtori

geometrici da & in & .
Vorremmo parlare della categoria Top ( &, & ); osserviamo perd che,
per due funtori geometrici

¢tz 7, ’

abbiamo (ved.[ML]) una corrispondenza biunivoca tra le trasforma-
zioni naturali da f a g e quelle da gxa f!. Quali sceglieremo co-

me morfismi di Top (& #)? Optiamo per la seguente

Definizione 5. Un morfismo tra due morfismi geometrici f,g &Top(&,%)

& una trasformazions naturale da £~ a e~, (o, equivalentemente,
da g a f).

~ . . « \ . + o . o . !
Questa definizione e conveniente, -perche i morfismi del tipo I,

conservando tutti i_lim finiti e tutti i colimiti, conservano mol

te cose, come, per esempio, la nozione di anello: un anello in &
fornisce un anello in & ; l'esattezza a destra fa si che anche
la nozione di anello locale si conserva poiché, come ora vedremo,

(=)

essa €& formulabile in termini di limiti e colimiti. Adottando
come sopra le notazioni insiemistiche, dato un anello A in un
topos & , si consideri il composto |

{(a,b) € IG lab = 1) >———5 A x A —T 54,
Definiamo U(4), 1l'"oggetto delle unita di A" come l'immagine di
questo morfismo composto. Analogsmente, definiamo U(A) come 1'im-
magine di

{(a,b) |(1=a)'b = 1} >—s A2 Fa s 3,

Possiamo ora dare la seguente:

¥ N . . g . SRR
(") Daremo piu avanti una semantica piu sistematica; la definizio
ne che diam« qui ha gquindi un carattere "ad hoc'.
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Definizione 6: Un anello A in un topos & locale sse
- UA) U T(a) = 4 (*);

- —(1=0), ciod l'oggetto iniziale &. & l'egualizzatore dei

r1'|
morfismi -1 =2 A.
0

£* conserva tutti gli elementi di questa definizione:

- 1 sotto-oggetti di A2 individuate dalle equazioni polinomiali
per l'esattezza a sinigtraj ‘

- le immagini poiché conserva i monomorfismi e gli epimorfismi
visto che si tratta di limiti rispettivamente di colimiti;

- l'unione che € un colimite;

e quindi f* conserva gli anelli locali.

Questa nostra definizione "ad hoc™ degli anelli, locali

(0¥

basata sull'assioma
Vx X € invertibile oppure ‘i-x lo é.

Si tratta di un enunciaté del primo ordine logicamente equivalen
te all'usuale definizione degli anelli locali nella quale si ri-
chiede l'esistenza di un fmnico ideale massimale, e che rinchiu-
de per c¢io un enunciato di secondo ordine. Juando lavoriamo nei
topos, dobbiamo sempre fare appello alla nostra abilita di tra-
sformare enunciati di ordine superiore in un certo tipo di enun-
ciati positivi di primo ordine. Vedremo pil avanti quale & la 1o

gica pil adatta per lavorare nei topos - la logica "coerente" -

che in un primo momento possiamo caratterizzare come
. . i ST
"la logica che viene conservata dai funtori f~ che

provengono da funtori geometrici tra due topos'.

- L - - - » . * *r ..‘
1 corvitn alieuns JTawrori racenti Ai Glouwraith

U —— —— - —— e — — —

AMTIAYMA Mo
e rdbi e aa

su. una teoria di Galois intmizionista, il nostro interesse per

(x) Con il simbolo U indichiamo l'unione, cioé il pitd grande
sotto-ogget.o contenente entrambi.
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la logica‘intuizionista non & dovuta a motivyi di"sicurezza", ben-
si ‘al fatto che questa logica & applicabile in un topos ed ha peg;
tanto una utilitad per la matematica conecreta. In questo modo si
trova, per esempio, che la teoria di Galois intuizionista ¢ la
teoria degli anelli locali henseliani con un campo dei residui
separatamente chiuso, o piu precisamente, si vede che nell'ambi-
to della logica intuizionista, questa teoria costituisce una bug
na traduzione della teoria classica dei campi algebricamente chiu-
si. Ma la teoria classica di questi anelli henseliani & di ordine
superiore, e quindi occorre effettivamente riformularla all'inter
no della logica coerente.

Daremo ora, in prima approssimazione, una definizione del

concetto di genericita; la diamo solt per gli anelli locali, poi-

ché & chiaro come vada applicata ad altre nozioni che, come questa,

coinvolgono soltanto ;im o ig,.immagini e cosl via:

Definizione 7'. Un anello locale A-in un topos & € generico se per

ogni tovos#e ogni anello locale B in & esiste un funtore geometrico
g:F — > 8

(essenzialmente) unico tale che gx(A) sia isomorfo a B.

Una definizione sostanzialmente identica ma formalmente piu cor-

retta ¢ la seguente:

Definizione 7. Un anello locale A in un topos & & generico, sse

per ogni topos & , la categoria ¥(#) degli anelli locali in¥ &
equivalente alla categoria Top (%, &) in virtu della corrisponden-;

za g —— > g (A).

Si dira allora che il toposifi, o meglio, la coppia (A,& ), & il




topos classificante della nozione di anello locale. (*)

Per far vedere che una nozione, come quella di anello locale, pos-
siede un topos classificante, occorre in realtd descrivere la ca-
tegoria £( %), e in particolare i suoi morfismij; si noti che, in
questo caso, i morfismi saranno tutti gli omomorfismi di anelli

-~ non solo quelli locali. Piu in generale, data una teoria T, la
categoria dei modelli di T in un topos# ha per morfismi tutti i

morfismi di % che conservano le operazioni e le nozioni primitive.

2.2. L'anello generico

Per dimostrare che A e¥¥ & l'anello generico,dobbiamo

mostrare che A induce per ogni topos & una equivalenza
Top( #, ¥ ) = An(F).

(Indichiamo con «n( ) la categoria degli anelli commutativi dig
quando scriveremo semplicemente &/n, intendiamo #m(¥)). A questo
scopo dimostriamo dapprima un teorema che rientra in una semanti-
ca funtoriale, analoga alla semantica di Lawvere che considera
i modelli di una teoria algebrica J in una categoria‘€ come funto

ri da 9 a ¥ che conservano i prodotti flnltl.

Teorema 1. Per ogni topos # , la categoria on(% ¢& equivalente al-

la categoria Lex (#°F, #) dei funtori esatti a sinistra da® 2 ?(H

() Diciamo il (e non un) topos classificante, visto che si tratta di
un concetto definito tramite una proprieti universale.

‘(xx) Si noti che &Y ha Jim finiti, ciods/ ha lim finiti: un lim
finito di anelli finitamente presentatl ¢ ancora un anello
finitamente presentato; ha percid senso parlare d4i funtori
esatti a sinistra da «#°P a #.
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Per dimostrare questo teorema, ci serviamo di due lemmi:

Lemma 1. A€ ym’n ¢ un funtore rappresentabile :

B = nZ38
Questo lemma risulta dal fatto che, definendo per ogni B € #n
ig: B(B) = B s> nZ& (g
beB ¢ ,[},b: #Z[X] ———> B, l'omomorfismo di

anelli univocamente determinato
dal fatto che A, (X) = b] ,
si ottiene nella famiglia (1B)Bemm isomorfismo naturale

i:op = p2l,

Ay - ~ » O
Temma 2. & [X] & un co-anello, cioé un anello in &/ P,

Visto che 2P ity o T °P conserva idim finiti (gli anelli
finitamente presentati sono stabili rispetto alla formazione

dei 1lim in &), affinché =[X] sia un anello in&°°, basta che
lo sia in&mn Y. Ora, un oggetto A di una categoria ¥ € un anello
in € sse h,: ¢°® — 5 &% si fattorizza attraverso il funtore
distratto da «mn in ¢ (cfriL} III,6); nel nostro caso, si trat-
ta percio di stabilire che h z ] : CmoP)o%=dn — 5% si fatto-
rizza attraverso h: &/n —> ¥ - ma cid discende immediatamente

dal lemnma 1.

Dimostrazione del teorema 1. In base al lemma 2, poSsiamo asso-

ciare ad un dato f elex (MOP,?‘) 1l'anello £(Z[X]) in ¥ . Vice-

versa, dato Rewn(#). dobbiamo definire f“:ﬂ°p—>9°' , Cioé oc
el

corre associare ad ogni B e #°P un ogeetto di . Per avere o/n(¥F)=~

::Lex(ﬂOp,gF), occorre intanto porre fR(Z[X].) = R; d'altra parte,
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per definizione diw/, ogni Be & & un colimite finito di varie
copie di Z[X], e Bew P & pertanto il corrispondente limitej;per-
cio, se f

R dev'essere esatto a sinistra, esso & completamente de_

terminato dalla sua azione su Z[X .#

Teorema 2. A € ¥¥ & 1'anello generico.

Dimostrazione. Grazie al teorema 1, € ora sufficiente dimostrare

che, per ogni topos ¥, A induce un'equivalenza
~ 0
Top( #, ) = Lex (°F, F)
Dato f e Lex (#F,%), consideriamo il diagramma
0P Yoneda y.szf '

R

Sialfayﬂ{———e>37 1'estensione di Kan d f lungo il funtore di Yoneda.
Essendo % un topos,.&VOP piccola con<;ig_finiti e f esatto a sini-
stra, ﬁossiamo applicare un teorema di Ulmer che stabilisce che,

in queste condizioni,-g é ancora esatto a sinistra e si vece fa-
cilmente che; in quanto estensione di Kan lungo il funtore di Yo-
neda, 5 possiede un aggiunto a déstra k:gte———+>yﬂﬂ e precisamen-
te il funtore che, ad un oggetto X di &, associa hom o [f(—),Xﬁ].

k & quindi geometrico. ¢

Se consideriamo quest'ultimo risultato dal punto di vista della
semantica funtoriale, possiamo concepire il funtore di Yoneda co-
me l'anello generico, 0ssia come il generico funtore esatto a si-

nistra da &1Op in un topose.
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2.%. L'anello locale generico

Per dimostrare che (B, &) é l'anello locale generico,
richiamiamo la nozione di topologia per un topos:
I seguenti dati per un topos & sono equivalenti e ognuno di es- 3

si si chiama una topologia v per & :

~

a) una sotto-categoria geometrica & di & (anche &, sard allora
un topos); ‘

b) un operatore di chiusura esatto a sinistra e naturale per i
prodotti fibrati su tutti i reticoli dei sotto-oggetti (que
sto appr00010 & quello adottato 1n[Kw] ad ogni X"™»—>X si
associa X'>—> 3 X, la chiusura 4di X' in X);

¢) un morfismo £ ——i———> Q tale che j2=j, ecc. (cfr. [(T]);

d) se -5t , una topologia di Grothendieck su¥, o, piu in
gegerale —~ poiché ogni topos & del tipo Fasci (‘%7),dove %}
€ ¢ munita di una topologiaydi Grotherndieck - una topologia y’
di Grothendieck su ¢ che sia piu fine diy .

L'equivalenza dei dati (a) e (d4) che & quella che ci
interéssa naggiormente nel nostro contesgp, riposa sul fatto che,
data una sotto-categoria geometrica £rk5:;7£ di un topos ¢,
si ottiene una topologia di Grothendieck y' su ¢ ponendo, per

ogni famiglia (f.: X.———e>XJ. di morfismi in € ’

iel
(fi) -€ CopyX sse (f(f ) e r(X ) —> r(X))

e unltamente epl,

ieTI

[+]
(identifichiamo f con hf in virtud dell'immersione di Yoneda%%;x¢g5

e allora & = Fasci (%7), il legame con le topologie nel sen-

)2
i
3
[}
§
1
t

50 Ai(Ly sba nel Tativo che (.. o
‘MilieT
Im (Jlf ) >—> X & denso in X, cioé la sua

£

chiusura coincide con ¥; c¢id si esprime anche dicendo 1Lf &

quasi epi.
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Possiamo ordinare le topologie su & dicendo che 7 &

piu fine div'- ( 7%’ ) se & < & . ¥Yisto che una topologia
di Grothendieck su una categoria ¢ conq&ig.finiti si pud costrui
re determinando dapprima una qualungue classe di morfismi di co-
dominio X per ogni oggetto X di ¥ e completando poi queste clag
si includendo i morfismi identici e chiudendo rispetto ai prodot-
ti fibrati e alla composizione, si pud stabilire abbastanza fa-
cilmente il seguente lemma che c¢i da quasi immediatamente l'esi-
stenza di un topos classificante per la teoria degli anelli loca

3 32

Lemma: Data una famiglia (Xi—————e-X)iei di morfismi in un to-
pos § , esiste una topologia v univocamente determinata su &
che ¢ la meno fine con la seguente proprieta: il funtore di ri-

flessione -

J——-}é"c

porta (fi)ieI in una famiglia unitamente epi; &, possiede inol-
tre la seguente proprieta universale: un funtore geometrico
g:F—> & si fattorizza attraverso &; sse la famiglia gicfi>iel
¢ unitamente epi.

Se (fi)ieI consiste in particolare di un solo mono: X's_Mm__o X,
r(m) sard sia mono che epi, cioé iso, e Im(l)=m sara denso; &; si
potrebbe allbra chiamare 5[m-1]', la "categoria delle frazioni™”

ma non in 4«7 , bensl nella categoria dei topos!

ovvero, equivalentemente, per rendere unitamente "quasi epi" la

famiglia
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Definizione 8. Il topos di Zariski % C ¥ & il topos che ri

)
solve il problema universale di invertire il morfismo

u@)u T@)>—"— h.

I

Il funtore di riflessione r:&””-__€>2’ é esatto a si-

(=)

anello, U(a), TU(A) e 1l'unione di questi du¥: risulta quindi
ro@) v T@) = v(z@) o Te®) = r@);

cid significa che r(A) & un anello locale secondo la nostra defi-

nistra, nonché co-continuo e conserva quindi la nozione di

nizione degli anelli locali in un topos. lMa possiamo stabilire an

che subito il
Teorema %: r(R) € Z ¢ 1l'anello locale generico.

—

Dimostrazione: B' sufficiente riformulare la proprieta universa-

le per la topologia che genera Z : dato un funtore geometrico
5:37____9¢/&< gx(m) é iso, cioé gIQA) é locale, sse g si fattoriz

za attraverso Z .®

Risulta dunque Top (#,2) =~ ¥ (%) per ogni topos & ;
si tratta perd di £(F) considerata come sottocategoria piena
i #n(% - questa & la ragione per la quale la nozione di anel -

o 1locala asaieme alla nozione di omomorfismoc di anello (non ne-

cessariamente locale) ammette un topos classificante.

(%) conserva trtti i colimiti.

L4
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'Fin qui, sapendo solo dell'esistenza dell'anello loca-
le generico, abbiamo in realta solo una informazione parziale:
vorremmo sapere com'é fatto questo topos. Daremo nel prossimo
paragrafo una descrizione precisa del topos di Zariski, e risul-
tera r(A) = e (I>.Questo fatto che puo sembrare paradossale,
che cioé uno stesso oggetto possa fungere come oggetto generico
per le due nozioni di anellé commutativo e di anello locale, a
secondo il topos ambiente, sta a dimostrare che

1

la logica dipende dal topos nel quale si trova

un oggetto, e non dall'oggetto visto isolatamente.

2e4e Degcrizione esplicita del topos di Zariski.

Cercheremo di trovare effettivamente la topologia che
genera Z secondo il lemma di 2.3. descrivendo una topologia di
Grothendieck su&!Op per la quale Z €& la categoria dei fascij; dob
biamo cioé ricoprire gli oggetti ai #°F "il meno possibile"” per

$H = y)[dop]oghe sia 11 piu grande

ottenere un. sotto-topos.di
possibile. Sappiamo gid che il funtore distratto Rif/— & & rap-
Z[X] (cfr.lemma 1).

IMa anche UQR) e ﬁQA) sono rappresentabili: si osservi infatti

presentabile in virtu dell'isomorfismoﬁl%%il

che:
a) il diagramma UQR) >—> IA'JdA‘.:;_le & esatto in y‘d: poiché

i lim nelle categorie di funtori a valori in & si calcolano

() Abbiamo qui usata la tecnica cui si accennata nell'introdu
zione: abbiamo "forzato" A ad essere un anello locale,pren
dendo una topologia tale che r(m) sia iso.
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"punto per punto", cid discende dal fatto che, per ogni B in &,
il diagramma

U(A)(B) > (In:xﬂx) (B) :>IL(B)

U(B) BXB B
é esatto in ¥ , giacché, per l'unicita degli inversi, ab-
biamo:U(B) = {rlr & invertibile}
{reB| & r'eB rr' = 1}
{Ct:',r')eB2 | r.r' = 1} ~

Cio significa del resto che, nella nostra prima definizione

m

di U(A), potevamo evitare di interpretare il quantificatore
esistenziale.

L'immersione di Yoneda #°F ¢ L ¥ ¢ esatta a sinistra.duin
di Iixli, prodotto di rappresentabili, € rappresentato dal pro
dotto in & P- cioé dalla somma ing/- dei rispettivi rappre-
sentanti; ma ZX —— BL,Y] «—— Z[X]
chiaramente & la somma in &, percid Bfi = hom , (Z[ Y1 5 =)
Il corrisvondente isomorfismo naturale J FEoli=h X’Ygssoma

ad ogni Be« la biezione JB. () (B) = —~ s h X’Y](B)

(5,b") r———%(,zb o S
Anche Lvdh ————> IL e BdA —1>A, morflsml tra rappresentabi-
1i, debbono essere rappresentabili, cioé essi debbono prove-
nire ognuno .da un morfismo (indoP) tra i rispettivi rappre
sentanti, e quindi da due morfismi, chismiamoli f. e f,;; da
z[1] a Z[X,Y)] in« . Determiniamo f.: hf' é per defini-

zione l'unico morfismo che rende commutativo il seguente dia

gramma
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e dal lemma di Yoneda risulta f.=hf°(id), dove indichiamo per

brevitd con id il morfismo identico di Z[X,Y] ; perché il dia
gramma di sopra sia commutativo, dovra essere f.=i(.(j"'(id)));
ora, id = }'X,Y: (X,Y) —>(X,¥); percid, j ' (id)=(%,1),
cosicché (3" (id))=X-Y, e f.= i(X*Y)= lX-Y: T — XY,

Analogamente si vede f; = lq : T —1.
Se dunque U(L) & l1l'egualizzatore del diagramma
Ut — in ¥
U(R) sard reppresentato dall'egualizzatore del diagramma tra
i rappresentanti in«°P, e dunque, in « ; dal coegualizzato-

re del diagramma
£,

72 [T = = > 7[X,Y].

Questo coegualizzatore ¢ l'anello %[X,X_ql = Z[X,Y]/I, I es-

-

sendo l'ideale generato dal polinomio XY - 1.

Analogamente si vede che U(L) & rappresentato da m_[X,(’l—X)-q] o !

Ora, cerchiamo la topologia piu scarsa per la quale la .

famiglia

Eaﬁyhﬁﬁﬁ“ﬂs.ﬂ
venga portata in una famiglia unitamente epi. Con riguardo all'in

D

mersione di Yoneda:&fo CL__;nyffquesta famiglia sta gia in o °P

e poiché preferiamo lavorare in s/, .occorre considerare la fami-

glia =1
Z (%, X 1
xK—

Z 2
\Z[X, (’]-—X)-q] .

che dobhiamo dunoue ftraaformare in 1m "co-riconrimento” nella

4

struttura di "co-sito" che c¢i proponiamo di descrivere per &,
In base agli assiomi per un sito, dobbiamo fare soltanto due

cose:
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1) chiudere i ricoprimenti rispetto ai prodotti fibrati (cioé
chiudere i nostri co-ricoprimenti rispetto ai push-out);

2) chiudere i ricoprimenti rispetto alla composizione.

ad 1) Abbiamo gia visto che, dato Bew e un elemento b di B,
esiste uno ed un solo omomorfismo }*b da Z[X] a B, che por
ta X in b. Come minimo, dovremo quindi "co-ricoprire" o-
gni B in« con la famiglia dei due push-out che risulta-

no dai diagrammi

Z[X] Ay o B Z[X] LTI

i :

] I

1 I

\:, I

-7 A s N4

Z Xy X ]=====a > Z[X,(1-X) ]----> .
Ora, il push-out del primo diagramma deve essere l'anello

nel quale b é "forzato" ad essere invertibile, cioé B[b_q],

vboiché in tale anello deve esistere un elemento.c che ha per
controimmagini: nell'omomorfismo proveniente da B, 1l'ele-
mento b e nell'omomorfismo proveniente daJZR,X_qu'elemen—

to X, e ¢ deve essere invertibile, poiche X lo & inz[X,X—,]] .

Analogamente si vede che il push-out del secondo diagramma
e B[(ﬂ—b) . La famiglia q ;
]

B[b |
B
< B [(’\—b)—/l]

dovra 'quindi co-ricoprire ogni Bes/ , per ogni beB.
ad 2) Se si chiude poi anche rispetto alla composizione, si tro-
va che le famiglie che "co-ricoprono™ un oggetto B dis/ so-

no precisamente del tipo:
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tali che gli elementi bﬂ"""bn generano tutto l'anello B.

Definizione 9. La topologia di Zariski ¢ la seguente topolo-
oD

gia di Grothendieck su #°F per ogni B € &
-1
Cop B =: {(B[bi ]—:»B)i, b’l""’bn generano B}

In termini di geometria algebrica, si pensi agli anelli B come
schemi affini, ai morfismi B——————+>B[bi—1] come sottoschemi
affini aperti; la condizione che i bi generano l'anello, corri-
sponde allora al fatto che, come insieme di punti (= ideali pri-
mi), queste famiglie di applicazioni saranno in Spec B famiglie

ricoprenti.

Teorema 4. Il topos di Zariski £, cioé la piu grande sottocatego-
ria geometrica nella quale U@)u T(B) ———= R viene riflesso co-
me un .isomorfismo,é la categoria dei fasci per la topologia di

Zariski su &¢OP.

Ora, 1 funtori rappresentabili in 9”% sono fasci per
la topologia di Zariski (una dimostrazione dettagliata di questo
teorema si trova in [K 77], B8 5.18. Cosl come la stessa nozione
del topos di Zariski, questo teorema risale a Grothendieck).

Risulta percid

Teorema 5. A€2 ¢ l'anello locale generico.
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3, La semantica di Kripke-Joyal e la logica coerente

Una condizione necessaria perché una teoria possegga
un topos classificante & evidentemente la seguente:

la nozione in questione deve essere conservata

dai funtori £ ey—quindi-deve-essere~-stabile-ri—

spetto-a_lim-finiti-e-—colimiti—arbitrari.
Non sempre possiamo dare definigzioni "ad hoc" come abbiamo fatto
finora, specie quando si tratta di nozioni piu complicate. Per
questa ragione & stata elaborata una tecnica precisa per descri-
vere queste nozioni: essa € basata sul fatto che possiamo inter-

pretare la logica nei topos. Vi sono molti modi per introdurre

questa interpretazione: infatti, in logica abbiamo due alterna-
tive:
1) tutte le proposizioni parlano di elementis

2) tutte le proposizioni determinano un sotto-oggetto (1'éstensio

ne globale).
Nella teoria dei topos, si insiste per lo piu sul se-

N condo punto di vista, perche nelle categorie non si lavora mai
con elementi. Ma penso che é effettivamente piu immediato lavora
re con elementi, purché si prenda questa nozione in un senso ge-
neralizzato. Vorremo comunque sottolinearé che questa semantica,
che va sotto il nome di semantica di Kripke-Joyal, risale an~-
ch'essa essenzialmente a Grothendieck. |

Osserviamo anzitutto che un oggétto A in una categoria ¥
é un oggetto anello '

[}
« ©P .

—aae 7 ¥ si fattorizzna abtraver-!.

h
A
so la categoria degli anelli

—~ sse per ogni X in ¥, hom(X,A) possiede una

struttura di anello che & naturale in X.
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In altri termini, possiamo sempre stabilire quando una certa equa
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quest'ultimo punto di vista, vale a dire:

ogni volta che abbiamo elementi in A < intendiamo
ora per un elemento di A un gqualunque morfismo da
un oggetto arbitrario X a A, e chiameremo un tale

X —————> A un elemento di A "definito sopra X",

o "allo stadio X" - ogni volta che abbiamo questi

elementi con dominio arbitrario (ma uguale per tut

ti), possiamo moltiplicare, addizionare ecc. :

zione polinomiale (X, yese.3X,)=f(X,;4....%,) & verificata per

(ai : X —> A),

ria degli

cisamente

base di induzione per la nostra semantica. Supporremo ora, per

fissare le idee, di avere un anello A in un topos & . Scriveremo

e diremo "¢ vale per a

(%), Negli enunciati della teo-
l=,],ooooo,n-

anelli, le equazioni polinomiali rappresentano pre-

le formule atomiche, cosicché siamo in possesso di una

ki’@(aq,....an)

1,.....,an) allo stadio X".per esprimere

la validita semantica di una formula o per gli elementi

(X —34%—> 1), di A.

l=/‘,ooo-,n )
Proseguiamo nella nostra induzione: se per tutti gli

XeE e per tutti gli X-2> A sappiamo cosa significa

|_—X o(a) e pqu(a),;

diremo

5 (o v¥)(2a) sse
esiste una famiglia (Xi ~——-ii——% X)ieI wnitamente epi tale che
per ogni ieIl, fii @(fi‘a), oppure Ff; W(fi-a).

Il punto decisivo di gquesta semantica € infatti questo: il pas

(x) Si confronti questa tecnica di interpretazione delle equa-

zioni

polinomiali con quella data nella sezione 1, ben piu

pesante.
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so di induzione comporta spesso un cambiamento dello "stadio";
(non cosi per la congiunzione: diremo Fi (o Aw)(a)
sse tfo(a) e rxw(a) ).

Per illustrare come si interpreta il gquantificatore esistenzia-
le, consideriamo, per esempio, una formula in due variabili libe
re, 0(x,y) e supponiamo di aver stabilito per ogni coppia
X (2,b) > AE, quando sia fi‘p(a,b). Diremo allora

}X.(‘Ex m)(x,b), .
sse esistono una famiglia (Xi——4§7e>x)iel unitamente epi e degli

elementi (Xi——gla- tali che

A):'LEI
54 o(aqy, fi-b) per ogni 1ie€Il.
i .
Non occorre quindi necessariamente trovare un elemento allo sta-

dio X; anche qui possiamo cambiare stadio.

Per ulteriori definizioni, ad esempio di Vv, nella se-
mantica di Kripke-Joyal, rimandiamo a [K 77k

In realtd, cid che ci interessa, non & tanto di lavora
re in un topos, ma in un sito. Il fatto é che, in un topos, ab-
biamo sempre una soluzione canonica per i ricoprimenti: ¢ suffi-

ciente prendere le famiglie unitamente epi.

Supponiamo ora che @(xi...xn) sia una formula che si

riferisce ad elementi di A.

Definizione 1. L'estensione di @ (se esiste) € un sotto-oggetto di

n o
A" che si indica con [(xq,...,xn)e Agl o] che gode del-

la seguente proprieta universale: una n-pla x (o 2y AT 51 fat-

torizza atTraverso esso sse GZ(D(a1’°°"’an)'

Non entriamo neil dettagli della costruzione esplicita delle esten-
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sionij; si confronti l'articolo di Osius [0] dove si mostra che la
nostra nozione di estensione & equivalente a quella che si da di
solito.

Guindi, se le estensioni esistono, esse sono univoca-
mente determinate, poiché godono di una proprieta universale-La
loro importanza & questa: una volta che disponiamo di questi og-
getti, possiamo chiederci:

dato un morfismo geometrico g: &§ —>% tra due ~

topos, ed un anello A in &, quali sono le formule

¥ tali che

g ( [Cx peneeyxden vl  =[x,... -xn)egx(AnN w]?

Una condizione sufficiente (e in qualche senso anche necessaria)

é: ¥ € una formula coerente nel senso della seguente

Definizione 2. Una formula si dice coerente se & costruita a par

tire dalle formule atomiche (nel nostro caso le equazioni poli-

nomiali) con l'aiuto dei soli .simboli. . A,V ,T .

Infatti, dal modo in cui costruiamo le estensioni, risulta che
Ext (¥, A%,) = Ext (%) AExt (¥,);
Ext (¥, v %) = Ext (w)VExt (¥,);
Ext (Ax¥(a,x)) = T (Bxt ¥(a,x)),

e g conserva tutto cide

Per esempio, possiamo ora deflnlre correttamente

v'AA)=: [(x,y)ezAl ds,t sx+ty;{ﬂ e avremo V'z(g (A))=g (V'z(A))

Definizione 3. Un "seauent" coerente ¢ una formula chiusa del tipo

vx (o(R) = v(X)),
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dove e sono formule coerenti ( X sti per (x,,...,xn)).

Definiamo anche T (il vero) e | (il falso) come formule coeren-
ti, con
‘Ext (1)
Ext (1)

g
g

Vediamo cosi, per esempio, che Vx ( ¥ (x)) & un sequent coe-

. E 3
entrambi conservate da g .

rente: prendiamo ¥ come abbreviazione per Y =] ; anche
Vx w(x) & un sequent coerente: lo trasformiamo in ¥x (T =>¥).

L'importanza dei sequent coerenti consiste nel fatto
che se un anello A in un topos soddisfa Vx (@(x) = 'y(x5), il
che significa semplicemente [0] <'[W] , anche gx(A) lo sod
disfa, cosicche la validita dei sequent coerenti viene conserva-

ta dai funtori gx. la abbiamo anzitutto un teorema fondamentale:

Teorema 1. (Reyes e Joyal): Ogni teoria coeiente T,cioé ogni
teoria che ammette del sequent coerénti come assiomi, possiede

un topos classificante &(T) che & un topos coerente, ciod &(T)

& del tipo Fasci (¥ ), dove ¥ &€ un sito nel quale tutti i rico-
primenti sono famiglie finite.
Questa nozione di coerenza & gia in [SGA 4], Exp.6 .

Il modo in cui &(T) si costruisce a partire da T e
descritto déftagliatamente in [C]le si articola approssimativa-
mente come segue:

1) a T si associa una teoria T, i cui assiomi sono validi in T

. .
~ AYrammAantA S
~ s d ¥ GAdl ad v N

I3

ceguent cosrenti formati a2
partire da formule espresse in un linguaggio I, che possie-
de, come simboli logici, soltanto Ae T(il vero). Ad esempio,

se T & la t-oria degli anelli locali, T, € la teoria degli a-
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nelli; Ora, le teorie del tipo T, ammettono tutte un topos
classificante del tipo éngZ(dove‘gé una categoria che am-
mette lim finiti), ciod una categoria di prefasci, che & cer
tamente un topos coerente. (Se T, € una teoria algebrica,
cioé monosorte e avente come unica relazione l'uguaglianza,
come appunto la teoria degli anelli, ¥ ¢ l'opposto della ca
tegoria: delle Ty—-algebre finitemente E;ggﬁggé; 1o abbiamo
visto nel caso T, = teoria degli amelli). . ~ . :ui i:
Per "forzare" gli assiomi di T ad essere veri in &(T), si
munisce ¢ di un'opportuna topologia di Grothendieck, di mo-
do che risulti €(T) = Fasci (¥ ) ~ e, perché & (T) goda della
proprieta universale deli topos classificanti si prendera la
topologia la meno fine possibile, come abbiamo fatto nella
costruzione del topos di Zariski. A questo scopo si osserva
che:
a) per una formula ¢di L, , ¢ioé per una congiunzione finita
di formule atomiche (o per la formula ¢:=T), [Qﬂ é¢ un ogget-
to rappresentabile di AN [1] & rappresentato da I,
e, per esempio, nel caso della teoria degli anelli, dove @
é del tipo FasGu A eee. AFr=Gr, con FifGi espressioni polino-
miali, in, poniamo n variabili,ﬂqmsaré rappresentato da
Z[Xq.....Xn] /I, dove I & l'ideale generato dai polinomi
Fi—Gi; |
b) ogni sequent coerente & equivalente (nella logica coeren-
te) ad un insieme finito di sequent del tipo
Vx,]....xn:iy,]....y (¢ =——=>""i\i/1wi-.), con ?,-,wiéLo ; .ma |
o [o] < \/[wﬂ 3 SN |

[eIAVIv]=[9] ovvero

Vierv] =[e] ; dunque, se [wre] -
¢ rappresen¥ato da Xi e [w] da X, si tratta in definitiva

me @ =\__\/wi gigmifi

(D,
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di fare della famiglia (Xi———4>X)ie di € un ricoprimento

di X,

I

Descriviamo ora brevemente la dimostrazione del sg

guente Metateorema di cui si é fatto cenno gia nell'introdu-

zione.

Teorema 2. Data una teoria coerente T e un sequent coerente o,
si ha:
T+~ o0 in ogni topos
S
T+ 6 nel topos degli insiemi .
"g logica dei topos coincide con quella classica se ci si 1li-

mita alla logica coerente".

. . Questo teorema si basa essenzialmente su un
teorema di Deligne (cfr.[SGA 4]II, App. all'Exp-6) il cul si-
gnificato come metateorema € stato riconosciuto da Lawvere e

Reyes. Il teorema di Deligne dice:

Ogni topos coerente possiede "abbastanza punti"

nel senso delle.seguenti definigioni:

Definizione 4. Un punto_di un topos §¢& un funtore geometrico

p:Ff —> &

Definizione 5. Un topos £ ha abbastanza punti, se, per ogni X € ¢

A Mo Arma ecammaia I e T W X A4 antto—-nopehti AW
e miom @bl SRR pti > X, A7 > X A1 gOTTo-—-000eh T 00

X' ¢ X equivale a:
per ogni punto p 4di &, pI(X') < px(X") in ¥.
("con i punti ﬁossiamo discriminare le relazioni d'ordine tra
Sotto-oggetti‘%% \« sono abbastanza").
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Per dimostrare ora il teorema 2. (== & banale) , si
supponga che 6¢.sia il sequent ' VX (@P(i) = ?(i)) , con ¢ e P
formule coerenti; (scriviamo i;per X1,...,Xn).
T - ¢ in un topos & significa: per ogni modello M di T in %,
[ex| ] < [ged"l@®] . ,

Consideriamo ora il topos classificante £(T) di T e il modellb
generico G di T in £(T). Un modello di T in #é& del tipo gI(G)
con g € Top ( #, £€(T)); in particolare, un modello di T 'in & &
del tipo p (&), dove p & un punto di &(T). Quindi T+o in ogni
topos ¥ equivale a: ,

() [2ec™| o] < [2ec®] 2]
poiché se MEF & del tipo g;x(G),

[ﬁeﬂ?‘l o] = [ie(gx(G))nl ¢ﬂ = gx([ieGnl @B)
¢ analogamente per ¢ (gI conserva le estensioni delle formule
coerenti e evidentemente anche le inclusioni). D'altra parte,
Tro iﬁ ¥ equivale a:

(=x) px(ﬂ:fieﬁhm}]) < px([\:?ceGnVP]) per ogni punto.-p d1 &(T).
(xx) == () discende ora immediatamente dal teorema di Deligne.®

Si noti che il teorema di Deligne significa: ogni teo-
ria coerente possiede abbastanza modelli in & ; del resto, non
solo ogni teoria coerente possiede un topos classificante che &
coerente, ma-anche viceversa ogni topos coerente classifica una

teoria coerente.
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4, Una teoria di Calois intuizionista !

Considereremo ora particolarmente quegli aspetti del-
1l'algebra che riguardano le soluzioni di equazioni polinomia-
1i; elaboreremo quindi, in un certo senso, una teoria 4i. Ga-
lois. I1 nostro preciso problema &: trovareun buon concetto di

campo algebricamente chiuso
nella logica coerente. Vedremo che il modello generico di que~
sta nozione & ancora il nostro funtoreA,questa volta come og-
getto del topos étale &t =2,

Possiamo definire un campo prendendo ad esempio l'as

(=)

C1: Vx x=0 V x & invertibile,

sioma

che & un sequent coerente ma troppo forte: vi sono pochi model-
1i per questa nozione nei topos, oppure

c2: 'Vx —(x=0) V % & invertibile,

ma questa formula non € un sequent coerente:nell'antecedente
compare una negazionec,cioé una formula non coerente.

Poiché le nozioni di campo e di chiusura algebrica sono troppo

forti,le sostituviremo rispettivamente con quella di anello lo-

cale e di chiusura sevarabile.Per la nozione di chiusura algebri-

ca, consideriamo per ogni n>1 l'assioma
. n n--1
M EX X+8. X +oo-oc+a =O °
n-"1 - ( n-"1 o] )

La famiglia (An) esprime la chisura algebrica nel senso che

A:va~7'--c,a
n 0

richiede una radice per ogni polinominio con coefficiente diret-
tore 1. Poiché quindi (An) non implica l'esistenza di elementi
invertibili, possiamo anche considerare, invece dell'assioma

di campo C1, 1l'essioma per gli anelli locall :

(x) Gli assiomi che daremo dovranno intendersi come aggiunti a
quelli di anello, 1 quali, in quanto puramente equazionali,
sono eviuentemente coerenti.



¥x x ¢ invertibile V 1-x & invertibile.
e, anche gli assiomi (An) sono ancora molto forti; in realta

siamo interessati piuttosto alle chiusure geparabili. =scco la

definizione classica:

Definizione 1. Un campo k & separabilmente chiuso se ognl po-

linomio E(X) € k[X] che possiede una radice semplice hella chiu-

sura algebrica k di k, possiede gia una radice semplice in k-

Guesta definizione non €& né coerente né del 1° ordine - la
chiusura algebrica k di un caupo k non & definibile nella logi-
da del 1° ordine. Ma percheé An é trdppo forte? Zcco un
Esempio: l'anello G dei germi di funzione ¢® ——> € analitiche
in un punto P d4i o,

Prendiamo n=1, P=0. Questo anello contiene 1l'identita T s,
ma il polinomio Xg-id non ammette una radice: altrimenti, po-
tremo definire una funzione f tale che f2=id, cioé per ogni

x in un opportuno intorno di O, si avrebbe (f(x))2=x. G non €
quindi algebricamente chiuso; ma G risulltera separabilmente chiu
so, e ¢id non & in contraddizione con il fatto che X2—id non
ammette una radice: la derivata 2X di Xg—id si annulla nel
punto O per una tale funzione f; ngd.non possiede pertanto

una radice semplice.

Ricordiamo ora un'altra nozione classica dell'alge-

Adiahiamo cone

s
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- D ek 1'immagine di un elemento b di B nell'omomorfismo cano-
nico B —>k;

- Pek[X] 1'immagine di un polinomio Pe B[X] nell'omomorfismo
BX] — kX

- k la chiusura algebrica di k.

Definizione 2. Un anello locale B & henbeliano se per ogni po-
: . . -1 3 . .
linomio P = Xn+an_,IXn toeese + B e B[X] , ogni radlge sempli-

de di P in k provene da una radice di P in B, cioé per ogni

xek che é radice semplice di P esiste be B tale che P(b)=C e

®=b.

Definizione 3. Un anello locale si dice strettamente henselia-

no se & henseliano e se il suo campo dei residui € separabil-

mente chiuso.

Per trasformare la teoria degli anelli locali stret-
tamente henseliani in una teoria coerente, ci serviremo di cer-

ti polinomi, i cosidetti "iperdiscriminanti" che sono stati

studiati almeno %00 anni fa, e che furgno riscoperti da A.Joyal.

e G.Wraith in questo contesto. |
Sia F(X) = el an;an_1+....+ a, un polinomio su un campo Kkj
sia k la chiusura algebrica di kj quindi, esistono Xgaee Xy
in k tali che

P(X) = H(¥-x,);

_differenziamo P:

n
P'(Xx) = 2 ( II (X-x,)) secondo la regola di
= Ir=1i 3]
Leibniz, e sostituiamo a X uno degli X,

P! (xi) = jgi (Xi-xj K



32 ‘

X, & una radice semplice di P sse P'(xi) & invertibile (& que
sta la versione positiva di P'(xi)% 0).
Studiamo ara 1'enunciato
¢ : esiste almeno una radice semplice di P in k.
Vogliamo trasformare ¢ in un enunciato coerente nel quale non
si parli pid di k. Intanto, per quanto sopra, abbiamo
1) o<s===:>(P"(xq),........,P'(xn)) £0 € K.
Ricordiamo ora che i polinomi simmetrici elementari (ved.[w] 8§ 33)
01

X A toeeetX
n

172
02 = X4X2+X1J{5+0003+X2X5+-..oo+1{n_1Xn
Cn = X1X200000Xn
2 s . .. N o} n-"1 n
che verificano (Z—Xq) (Z-X2) .. (Z—kn)—z ~C % teeeat(=1) Cn),

hamno la seguente proprieta:
l'applicazione da k™ in kU che porta
<an°'°'yn> in (Cg(yﬂ""’yn)’°""cn(y1""yn))’
conserva e riflette O ek . Abbiamo dungue:
(@) o=, (B (5,) 4P () reeeeP (X)) s nnnns
' Cn(P'(xq),....,P'(xn)))# 0.

Ora, ogni Cj(P'(Xq)""’P'(Xn)> ¢ una funzione simmetrica in

XggeseyXy poiché, permutando gli X;, i permutano i P'(Xi),
mentre i Oj non cambianoj percio possiamo applicare il teore-

ma di Newton per i polinomi simmetrici: ogni polinomid simme-

trico in Xq""’Xn si pud scrivere in un unico modo come poli-

nomio in Cq,....Cn; quindi, per ogni j=1,...,n, esiste uno ed
[}
1w golo nolinomia D (Y :..... Y )}'i_‘.gtf\(—! che '

'''''' ” RO ¢
Ci(P'(xq),....,P'(xn))=

ij(Cq(xq,....,Xn),....,CnI(lx,l,....,xn))
"‘:Dj‘(—an-q, an.--2,-....,(—/]) ao) = :Da(P)o
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Disponiamo ora di una condizione che non si riferisce piu a k,

ma solo ai coefficienti del polinomio iniziale.

Chiamiamo i polinomi DJ(P) gli iper discriminanti di P; per o-
gni n, esistono n polinomi di questo tipo che si possono asso-
ciare in modo canonico alla n-pla dei coefficienti di un poli-
nomio di grado n. Per esemolo, per n=2, P(X)—X2+an+a , i tro-
va Dq(aq,ao)=0, D (a 18 )= a, -4a o D2 ¢ dunque il discriminan-

Tn) ©
n

il j=esimo iperdiscriminante di un po-

te abituale; (in generale,

(n)

é il discriminante abituale,
sé indichiamo con D
linomio di grado n)
Abbiamo dunque:
(3) o= (D,(P)yeure, D (BN A Q

<—= glmeno uno degli DJ(P) & invertibile

< la n-pla (Dq(P),...,Dn(P)) genera tutto k.

Ora, dato un polinomio P di grado n, possiamo iden-

tificarlo con la n-pla deil suoi coefficienti A seseead se

n-1 7
dunque, dato ur anello B @n un topos, indichiamo con
on(P) = on(ao,....,a

n-1)
la formula corrispondente all'enunciato: "gli n iperdiscri-
minanti di P generano tutto B", o, ¢ certamente una formula

coerente. Definiamo ora:

Definizione 4.Un anello B in un topos si dice separabilmente

chiuso se per ogni n,B? verifica il sequent coerente

VP (o_(P) === &b P(8)=0).

In guectn cnntegto

aas Y-

()

\ 4 intereamssnn tre teoremi dovuti risp. &

- Wraith: un anello locale separabilmehte chiuso in & é un

anello locale strettamente henseliano.
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- Hakim : Esiste un topos €t <> Z (11"topos étale") tale
che la categoria Top ( &, &t) & equivalente alla
categoria degli anelli locali strettamente hense-
liani (in &);

~ Makkai-Reyes : se per una teoria coerente T esiste un topos & 3

tale che Top (&, &) & equivalente alla categoria

dei modelli di T in 5ﬁk?llora & & il topos classi-
L .

™
'

. . P
flcante di T' + Fzr“v\(" stum[\Hons

Sulla base di questi teoremi possiamo percid affermare:

il topos &t classifica la nozione di anello locale separabil-

mente chiuso (sempre con I\ come modello cenerico).

Di questi teoremi dimostreremo in seguito.solo il pri-
mo (teorema 1). Intanto, l'analisi degli iperdiscriminanti permet

te di dedurre molto facilmente 1l seguente

Lemma : Se B & un anello in &, allora on(P) vale per un poli-
nomio di grado n sse per gqualche campo algebricamente chiuso
k' che sia una B-algebra (cioé esiste un omomorfismo di anelli
B——> k'), P possiede una radice semplice in k'.

\
(Avevamo considerato soltanto B = k c;_l> ).

I1 teorera di Wraith ¢ precisamente questo:

Teorema 1. Per un anello locale B in ¢, le condizioni seguen-
ti sono equivalenti:

1) B & streftamente henselianoy -

2) B verifica per ogni n, 'VP(an(P)====> Cqs) P(b)=O)l

cioé B € un anello locale separabilmente chiuso in %
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3) B verifica per ogni n:

VP ( an(P) ==—3b P(b) = 0O A P'(b) & invertibile).

Premettiamo due osservazioni su o

~ poiche o & coerente, o, € conservato dagli omomorfismi di
anellé,cioé, se f: B——> C & un omomorfismo di anello (che
si estende a B[X] — ¢C[] )y € Pe B[X] verifica o 5 al-
lora anche f(F) verifica'on§ ;

—- se B e C sono anelli locali e f ¢ un omomorfismo locale, cioé
se f riflette l'invertibilita, allora abbiamo anche che

o (£(P) implica on(P)f

procediamo ora alla

Dimostrazione del Teorema 4. (usiamo le notazioni adottate

nella Definizione 2.)\
1):#3-5): sia P=‘(n+....+ao e supponiamo (aﬂP); vale allora
on(?) e quindi, pér la nostra precedente analisi

dell'enunciato o, P possiede uvna radice semplice
in k; ma k e separabilmente chiuso per ipotesi:
P ha quindi una radice semplice x in k. FPoiché B
e henseliano, x proveiene da uﬁa radice b di P in 3B;
P'(b) & certamente invertibile in B: x & radice Sem-
.plice di §sg=>57f§3 = ?'(x)Af 0 in k;.ET?gS ¢ percid
invertibile in k; ma B—>k riflette 1l'invertibilita.

3)=—=2): & evidente. j

2)==>1): bisogna dimostrare che, dati I;el3ﬁq di grado n,
x € k radice semplice di T, (ciocé on(P) e £ (x)#0),
esiste p e B tale che x=b e P'(b) invertibile in B.

Poiché B ——» k ¢ locale, sappiamo che P vérifi-
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ca g, e éhe, trovato beB con P(b)=0, se b verifi-
ca x=b, anche P'(b) sard invertibile, poiche P' (%)
lo é. lMa on(P) implica, per 2), che esiste beB ta
le che P(b)=0U; se b=x, abbiamo finito. Altrimenti
sard P = (X-b)-{, e essendo b # X, X sard radice
semplice di Q; abbiemo gquindi an—ﬂ(ED e pertanto
Un—1<Q); in guesto modo, possiamo procedere per in-
duzione: per i polinomi di grado 1, il tutfo & evi-
dente. I1 fatto che k & separabilmente chiuso risué'
ta sempre dal fatto che ogni Pek[x] & del tivo G
per qualche @ € B[X] 3 P possiede una radice sem-
plice in k equivale a on(P) e cid equivale a sua
volta a oh(Q) (B—>x & locale) e, per ipotesi,

an(Q) implica che esiste beB con Q(b)=0.9

Esempio di un amello locale separabilmente chiuso in un topos:
riprendendo l'esempio citato all'inizio di questo peragrafo,
consideriamo il fascio dei germi di funzioni analitiche da
¢ in € nel topos dei fasci su ™, Questo fascio & un anello
in Fasci (E™), e le sue fibre sono anelli locali strettamenté
henseliani (per dimostrarlo si usa il teorema delle funzioni
implicite); poiché la nozione di anello 'locale separabilmente
chiuso & coerente, cid implica che il fascio stesso ¢ un anello
locale separabilmente chiuso in Fasci (En).

Vorremmo ora formulare una coﬁgettura che, appros-
gimativamente, sicnifica che i numeri comulessi costruttivi SOQE
disfano la nostra teoria coerente deszli ahelli locali separabil

mente chiusij; questa congettura non ¢ - e non pud essere - preci
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sa: la nostra idea € che c¢id € la migliore cosa che si possa
fare dal punto di vista costruttivista, per il quale il campo
del residui di un anello locale non €&siste,

Consideriamo per esempio un polinomio P=X2- a;
abbiamo visto che D,(P) = 0, D,(P) = ~4a; in un campo separabil- ,
mente chiuso, P possiede una racice se a & invertibile - in un
campo algebricamente chiuso invece, basta che a sia diverso da O,
€, intuizionisticamente, cid non & affatto la stessa cosa. Bi-
shop, con le sue successioni (arbitrarie) di scelta, trova che
T ¢ alg. chiuso, ma consideriamo un algoritmo senza scelte arbi-

trarie, come la regulae falsi di Newton:

Y4

L]

2 %

pexr trovare Vg (a strettamente mageiore di O per esempio), si

y=—a

parte da un qualungue x, con xf:>a € si considera la tangente
t, in x, alla parabola; dalla intersezinne di t; con la retta
y = a si ottiene un valore x, che si avvicina gia meglio a vQ}
iterando il processo con x,, si trova xa; ecc., © in questo modo,
Vg si publapprossimare a piacere. Tuttavia, questo metodo da
buoni valori solo gquando non si & troppo vieini a O, poiché al-
lora la tangente viene ad essere paralléia alla retta y = a; 1
calcoli diventano allora inesatti. Cid significa: dobbiamo sape-,
re che a &€ effettivamente inveritibile - a>0 non € sufficiente.
Un altro argomento che potra illustrare 1'adeguatez
za del concetfto di anello locale separabilmente chiuso & ba-

sato sulla seguc <« ystruzione che collega peraltro le due



partidei nostro seminario: la parte dedicata all'algebra com-
mutativa e quella in cui parleremo di geometria differenziale.
Vedremo che la nostra "teoria di Galois" & stabile rispetto a
questa costruzione, mentre la teoria classica, che opera con

campi algebricamente chiusi, non lo &

L]
.

Definizione 5 ¢ Dato un anello commutativo B in una categoria ¢

con prodotti finiti, si definisce su BxB una struttura di anel-

lo che si indica con

Blel =: anello dei numeri duali su B,

ponendo,
(bq,b2)'(cq,02) =3 (chq’ chg + bch)
(1'addizione si definisce "componente per componente®).

Con (0,1)=: e¢€ BxB , risulta . e?= Oy mentre (1,0) & 1l'unita
di Ble] ; identificando beB con (b,0) € Blel , ogni elewmento
(bﬂbg) di Bleglsi pud scrivere come b, +b. & .

1 72
Possiamo anche definire Bie]l come : B[X]/ (X2), cioe

come il co-egualizzatore del morfismi

X —> X2 .
B [X] 5 5 = B3 [_'A_'l)

ma per formare Ble] in una qualunque categoria con prodotti

finiti, la costruzione sopra indicata € piu adatta.
Si noti che Tle] non & un campo né algebricamente

chiusoj abbiamo invece 11 seguente

Teorema 2., Se B € un anello locale separabilmente chiuso in

un topos &, allora anche Blel lo é.

Dimostrazione.La conclusione di questo teorema &, come si ve-

e facilmente, un segquent coerente su coppie di "elementi"
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di B - per il nostro metateorema, possiamo quindi limitarci
a dimostrare la cosa in ¥, il che ¢ molto opportuno, poiche
la manipolazione degli iperdiscriminanti in un topos & molto
scomoda; basterd quindi dimostrare in &:
se B & henseliano, allora Ble] 1o & (il campo dei residui di
Blelcoincide con quello di B). . |
Abbiamo i seguenti omomorfismi:

Blg] ———> B —> B/m =k

(b,b' )t > b ¢ > b

che inducono degli omomorfismi corrispondenti negli anelli

polinomiali. Consideriamo un polinomio P € Blel[x] , cioé
n n-1
P — X 4- (an_1+ S‘bn_q)x +oosoe

n n--
+ a

: Q +&R,

dove‘Q e R in B[X] , sono due polinoni, con R di grado n-1.
I'immagine di P in kxX] ¢ Q, e per ipotesi esiste dunque x in k
che & radice, semplice di Q, essendo B hersellano, %X proviene da
una radice senplice be B di Q. Il problema si riduce quindi a
trovare ceB tale che (b,c)=b+ce sia radice di P,
ma. P(b+ec)=Q(b+ec)+ eR(b+ec)=

=3(b) + &c.q'(d) + e(R(D)+ ec-R' (b))

. (gviluppo in serie di Taylor, tenendo conto di 82=O}.
Ora, Q(b)=0 per ipotesi; d'altra parte e-ec-R'(b)=0 poiché
82=O; si tratta quindi di risolvere

c-Q'(b) + R(b) = O per ¢ : =

Y i !
|
i

na, poichd Q'(b) & invertibile (b=x ¢ una radice semplice di Q)

basta prendere

e = =R(b)- (' (D))
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PLARTE SECONDA: La geometria differenziale in un topos

1. Introduzione

Secondo una vecchia idea di Lawvere

[L 67] ysi dovrebbe cercare di dare una forma piu geometrica alla

geometria e al calcolo differenziale, nel senso che tutti gli
oggetti "lisci™ (smooth) della geometria dovrebbero - Formare. u-
na categoria ¥ , e in @ dovremmo avere per lo meno un oggetto ter
minale . ( = un punto), una retta A (il nostro anello A sarid un
modello di questa geometria sia in ¥9che in Z e in & ); la ret
ta dovrebbe avere un'origine O, dovremmo avere cioé un morfismo
1.___31__9,A
in ¢ ; infine dovrebbe esistere un intorno molto piccolo di O che

chiameremo D, il "germe della retta" che rappresenta gli infinite-

simali.

Dato poi un oggetto V ( ~ una varietd) in ¥ , dovrebbe
esistere l'oggetto VD (L'oggetto dei vettori tangenté; a V), co-
sicché abbiamo il morfismo

D __V© 1 D _p o :
V — V'=: V ———>7V ("valutazione nel pun-

to 0" t e VD

+———>t(0), il punto nel guale t & applicato). Vor-

}fégmmo che VD funga in quel modo da fibrato tangente di V. Cid &
ragionevole geometricamente, perché un vettore tangente su una
varietd V pon & tutt'una retta, bensi un piccolo segmento di es-
sa: l'idea & quindi di concepire D come

i1 generico vettore tangente", l

e un campo di vettori su V dovrebbe essere, sempre in questo am

bito di idee che mirano a dare una formulazione piu geometrica
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di cose note, una sezione s del morfismo p di sopra; dovremmo

avere cioé

V—2syP Py oy —id Sy,

Sfruttando l'aggiunzione esponenziale, s dd luogo a
VD ——>v (un'azione di D su ¥),
0 ancora, sempre per aggiunzione esponenziale, al morfismo
I)-—EL——>VV.
In altri termini, assimilando VV éll'oggetto delle trasformazio-
ni da V in se stessa, 5 & una famiglia di trasformazioni V—>V
parametrizzata da un segmento infinitesimale della retta. Il fat
to che 8 & una sezione di p, cioé s.p = id
1 —"sp —& 5y’

. . . e id
proviene per aggiunzione esponenziale da V x L ——>V.

v? sl traduce ora in:

Se concepiamo un'equazione differenziale come un campo di
vettori, integrare 1l'equazione significa in questa terminologia:
estendere un flusso infinitesimale ad un flusso finito, ovvero,
estendere l'azione infinitesimale ad un'azione di tutta la retta
su VV, ad una "dinamica su V", o ancora, in termini di diagrammi,
completare il diagramma

S v

De—2 5V

I ’7
’I
’ [ ]
"

L

A 4
Cid che, assieme a Reyes e Wraith, ho cercato di fare é:
trovare dei modelli dove queste cose avvengono, e descrivere

assiomaticamente cosa occorre esattamente. A me premeva in parti

colare di introdurre delle coordinate in questa situazione, in

modo da poter effettuare i calcoli elementari. E
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2, Anelli di tipo retta.

2.1. Un assioma che permette il calcolo differenziale in un topos.

Prendiamo dunque una categoria ¢ con(li@ finiti, e un
anello A in ¢ che assumera il ruolo della retta. Definiamo poi
un sotto-oggetto D di A, 1l'oggetto degli "infinitesimali" di A,
nel modo seguente:

=: [[xea |x2= 0]
che contiene percid 0, (pit precisamente, M —° s A si fattoriz

za attraverso D>———>A).

Assumiamo anche che in % esiste l'oggetto AD, e consi-

deriamo il morfismo

AxA—0 5,0

cosi definito:
(8,8, ) —> [dr—>a_  + a - dl.

La maggior parte delle nostre costruzioni sard basata sul seguen-
te

Assioma 1 : a & invertibile.

Definizione 1. Un anello A in ¢ si dice di tipo retta ("ring of

line-type") se verifica l'assioma 1.

Vedremo che 1l'anello generico Be &% e anche ReZ,
l1'anello locale generico,soddisfano il nostro assioma.

IL'assioma 1 afferma sostanzialmente:
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ogni applicazione D —=A & completamente

determinata da un polinomio di grado 1.

Sviluppiamo intanto alcuni corollari puramente euristici

del nostro assioma, in modo da motivare l'impostazione formale
che poi daremo. Il fatto che a & mono significa: per ogni ¥ : D—>4
esiste al pil una coppia (a,, &,) € A% tale che sia
t(d) = a,+a,d per ogni d € D;
pertanto, se per ogni d &€ D ‘
a,+as,d = b, + b, -4,
allora, - a, = b, ; e cid vale anche senza ipotesi sua : basta
porre d = O3
~a =b, ;e cid & importante poiché implica :
se per ogni deD a-+-d = b-d , allora a = b.
In altri termini,abbiamo risolto la contraddizione classi-
ce che consiste nella divisione per elementi infinitesimali (un e-
lemento/d di D & talmente piccold che d* = 0jesso & pertanto addi
rittura un divisore dello zero). Si noti comungue che non possia-
mo dividere per un singolo d, bensi, per cosi dire, soltanto per

un "d preceduto da un quantificatore universale".

Come imposteremo ora la differenziazione? Si tratta, dato

[ 4 .
A-—J—e>A, di trovare A-——i—e»A, e vogliamo che sia, per ogni ac A,

de D

questo quoziente non & generalmente definito ma possiamo trasfor-

mare l'equazione in !
f(a) + d£'(a) = £(a+d).

Sempre in termini puramente euristici, possiamo considerare la
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funzione
Afa : 4 r—>f(a+d)
da D in A : f£'(a) dovrebbe essere il coefficiente della parte li-
neare del polinomio che corrisponde a zkfa in virtu €i «! e per
trovare questo coefficiente, bastera applicare prima o', poi la
seconda proiezione a z&fa, cioé |
£f'(a) = w,( a™( Afa)).
Di tutto cid, possiamo ora dare una formulazione rigorosa:
dato A—fs A, consideriamo
ATy AP P WP . Ax
ar— (dr—a+d)r— (4 > f(a+d)) = Afa

(2 & l'agzgiunto esponenziale del morfismo AxD—TF o A, che si ot

tiene restringendo a AxD l'addizione in A), e dimmo la seguente

D ot

Definizione 2 fr = A_$;L;,A — % AxA—Ta s op,

Possiamo ora dimostrare rigorosamente c¢id che costitui-

va il nostro punto di partenza euristico:

Teorema 1 ("Taylor™) : Per ogni f : A—> A"

kv (2,d) f(a+d) = £€a) + a.£'(a).

Abbiamo quindi uno sviluppo in "serie" di Taylor per ogni
£f: A—=>4 (d*= 0!).

Dimostrazione: il teorema afferma che i due morfismi da AxD in A

cosl descritti:
(a,d) ———> f£(a+d)
(2,d) ———> £(a)+d £'(a) '
coincidono, ovvero per aggiunzione esponenziale, che Af coinci-

de con il morfismo A cosil definito
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ar—> (dr—>f(a) + d-£'(a));

in altri termini
A = (f, £"ea .
Essendo o« un isomorfismo, Af =1 equivale a
Afeat= (£, £V ,

ovvero Af-a*mx = £, Af- atem, = £
la seconda uguaglianza vale per definizione di f'; rimane pertan-
to da verificare la prima; a questo scopo consideriamo AXfa per
un dato a €A, e supponiamo che a Afa corrisponde, in virtu d4i a-
la coppia (a,, &,): si tratta di dimostrare a,=f(a). Per defi-
nizione di @ , per ogni deD & Z&fa(d) = a,+ a;d, e quindi in
particolare Afa(0)=ao; ma Afa(o)=f(a+0)=i‘(a). &

Prima di verificare che abbiamo ancora le solite regole
per la differenziazione, enunciamo un lemma (che non dipende dal
la invertibilita d4i a :

Lemma 1 : A X A-—-—ﬁAD

(ays a,)—> (d—>a, + a,°d)
& un omomorfismo di anelli rispetto alla struttura Ale], (AD &
canonicamente munito di una struttura di anello : (—)D conmuta
con i lim e porta quindi anelli in anelli).,

La dimostrazione del lemma consiste essenzialmente in un
uso sistematico delle aggiunzioni esponenziéli, e la lasciamo cgo
me esercizio. Questo lemma ci fa vederé come il fatto di aver po
sto D = !:x lx2= 0 ] crea un legame tra questo calcolo infinite-
simale e i numeri duali: se & iso, (—)D trasforma A nell'anello
dei numeri duali di A, e cio significa sostanzialmente che 1

ogni funzione & lineare in un intorno

sufficientemente piccolo (x).

<x) qualuzzi my ha fatto notare che per l'anello generico, abbiamo:
K° = R[X], e cou ¢ un'estensione della nostra proposizione
Ale]= A tramite a .
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Disponendo delle nostre "serie®" di Taylor, possiamo ora

dimostrare varie regole del calcolo differenziale, e precisamen-
te:

Teorema 2. Dati due morfismi f e g da A in A,

(1) (£g)' = £'.g + g'-f;

(2)  (gef)' = (gof')eg'

() G =1,. :
Dimostrazione

ad (1): abbiamo V(a,d)
(f+g)(a+d) = (£-g)(a)+d-(£f-g)'(a) ("Taylor™);
d'altra parte,
(£-g)(a+d) = f(a+d)-gla+d)
(f(a)+d-£'(a))-(gla)+d-g'(a))
£(a)sgla)+adf' (a): ga)+e' (ad £(a)] +a*....
(£-g)(a)+d [(£ig+g’ £) (a)l.
Quindi, paragonando questi due sviluppi, viene:
Y (a,d) a-(£:g)'(a) =d- (£ eg+g' £)(a)
e, cancellando d (visto che la formula & preceduta da vd),:

1]

rimane |
Va: (£-g)'(a)
(£eg)! = flg+ g'-f.

(£'s g+g'-£)(a), cioe

ad (2): abbiamo
V(a,d) (gof) (a+d) =: £(gla+d))

flgla)+d-g'(2)) (Taylor per g);

poiché d-g'(a) eD se d e Dy sviluppando f secondo Taylor,
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il'membro destro diventa

= f(gla)) + d-g'(a)- £"(g(a));
d'altra parte, ‘
(gof) (a+d) (gof)(a)+d+(gofY¥(a)  (Taylor per gof)
£(g(a)) + d-(gof)'(a);

sottraendo nei due casi f£(g(a)) e cancellando d, rimane:

Va : (gef)'(a) = gl(a): £'(g(2))
= [g%(gof")](a) » ‘.
cioé: (gof) = g'-(gof').

ad (3): id' é, per definizione,

a—Ts a0 id3 4P

a? axn —Tas A
a —> (dr—> a+d) —> (a,VN)—> 1;

cid risulta dal fatto che «:(g,1)—>(dr—>a+1+d=a+d). @

Ta differenziazione parziale.
Dato .. An-—l—e>A, gﬁf' pud venir definito con tecni-
1

che analoghe a quelle cui sopra. lia, quando siamo in un topos &_,

possiamo ricondurci direttamente alla diffefenziazione semplice
lavorando in &/A"™ , quella che Lawvere chiama la categoria
degli oggetti "smoothly paremetrized" dalle n-1 variabili, le
quali non entrano nel processo'di differenziazione parziale. In
fatti, poiché il passaggio da § a &/X che porta un oggetto B

in Bx X

lﬂz =: B/X

ar

L
conserva 1 ;im finiti e l'esponenziazione, un anello di tipo ret

ta viene portato ancora in un anello di tipo retta; dato quindi
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Acé di tipo retta, anche A/A™

Dato A"—F 5 A in &, associamo ad esso il morfismo

F: A/A" s A/A™"  in &/A™
dato dal seguente diagramma commutativo in & :

lo sara.

A" = A x A™! > A x A™

S

(2,8) ——— (£(a,B), B).

Définizione 3.
of
0x,
e analogamente si definisce la derivata parziale rispetto alle
altre variabili.

=2F'o m A A AXATL 5 A,

In questo modo, la validitd del Teorema 2. implica di-

rettamente la validita delle regole analoghe per la differenzig
zione parziale .

Ta nozione di anello di tipo retta €& stata introdotta
in [K 76 al; il calcolo delle serie di Tayior (anche in piu
variabili per un anello di tipo retta é stato sviluppato ul-
teriormente in [K 76 b].
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2.2. L'anello generico e la M ~algebra generica sono di tipo retta

Andiamo ora in cerca di modelli per il nostro assioma 1.

In ¥ non ne esistono - almeno non sembra; IR non & certamente

di tipo retta, altrimenti tutte le funzioni IR —>R sarebbero dif-

ferenziabili !

Teorema 3. A e s é di tipo retta.

Dimostrazione

B & rappresentato da Z(X] ;

\

D> A & rappresentato da Z[X] /(X?) = Zle]

Per vedere che R xlA-L:»IAD é iso, si tratta dunque di

mostrare che, per ogni Besw ,
~ 5D
B xh) (B) =R (B);

(tralasciamo di mostrare che ¢ effettivamente o« che induce questo

isomorfi

smo). Per il lemma di Yoneda,

22(8) * nom (2%, B2) ~ nom (u° x D)

7.1¢e)

hom (thh s ) =

hom (n° * 21 p)

(i1 funtore Yonéda &/, &% conserva lim,

cioé porta lig in < in lim in ¥ )

hom (nt ¢!

Dal teorema 5. discende il

, &) = B(Blel) = Bi[e] ~ BxB= (xp) (B).®

Corollario: ogni morfismo f:A———> A in 17 e differenziabile.

Cid non deve sorprendere: f, come morfismo tra funtori

rappresentabili, & anch'esso rappresentabile, cidé proviene da un

morfismo

Z[X) —r s

Xl e i

che & univocamente determinato da A(X), immagine del generatore

di 7% [¥]

s A(X) sard un elemento di Z [X]

, cioé un polinomio, e i



polinomi sono evidentemente differnziabili (la differenziazione
formale coincide con quella da noi definita). Che cioé A sia un
anello di tipo retta in % &, &t (lo si dimostra analogamente)
riflette soltanto l'esistenza della differenziazione formale per
i polinomi in Z[X] , e non bisogna quindi aspettarsi di poter fa-
re molte analisi in IA; abbiamo semplicemente inquadrato la diffe-

renziabilitéd dei polinomi in un'altra ottica, pil geometrica. An-

che la stessa genericita di IA non conferisce tanta importanza al

fatto che A sia di tipo retta: la genericitd riguarda soltanto
quelle strutture che vengono conservate dai funtori g;’E (con g geo
metrico), ma l'essere di tipo retta non viene generalmente con-
servato da questi funtori'poiché coinvolge 1'esponenziazione.
Sarad dunque il caso di considerare altri modelli nei qua

1i possiamo svolgere un po' piu di analisi; vorremmo per esempio
poter trovare soluzioni per equazioni differenziali come
¥' =7, y(0)=1.
y'=y & verificato solo per il polinomio costante O, che perd non

’

verifica y(0)=1. Volgiamoci dunque a modelli nei quali abbiamo

non solo polinomi, ma anche funzioni analitiche, riprendendo, an-

cora una volta, delle idee di Lawvere: definiamo una teoria alge-

brica (nel senso di Lawvere): L
Definizione 4. La teoria delle algebre analitiche & la teoria al-

gebrica M nella quale, per ogni nelV,

® (n,1) =: insieme delle funzioni analitiche dovungue

definite (x) mn-——+>m. !

- ®(1,1) sard dunque l'insieme delle serie di potenza che conver

(t) Se si prendessero per esempio le funzioni meromorfe, avtemmo
problemi con la sostituzione; la teoria delle categorie non &
tutt'ora riuscita a fornire un quadro per funzioni non dovun-
que definite,o a valori multipli; che cos'é la teoria "cate-
gorica"dell superfici di Riemann ?

d



4 e b - . M -
e 5 5 3 L’ T i ey gt AT oy e o s
L, TSN KIS e aLy. o A R T iy i 365 - Ul iGN,

51

gonlo dovunque. Poiché in M (2,1) abbiamo naturalmente le funzioni
X,+ X, e %~X,,
®m comprende la teoria degli anelli commutativi, delle m-al'gebre
etc.
Come per ogni teoria algebrica (in questo senso) 1'ogget-
to iniziale nelle categorie delle T -algebre coincide con T (0,1)
che & 1'insieme delle funzioni analitiche da 1 in &, insienme
isomorfo a @, che & anche la M-algebra con O generatori. Una T -
-algebra & dunque anzitutto un anello commutativo, anzi una I-alge
bra, dove possiamo valutare non solo i polinomi, ma anche le se-
rie di potenza convergenti.
Teorema 4: {[¢] & una M -algebra, e precisamente
T {X}/ X2 = 0, cioé &e] & il coegualizzatore deil
morfismi T{X} X—> X2 ;E{X}

Xe——> 0
nella categoria delle T -algebre

(indichiamo con T {X} la M-algebra libera con 1 generatore).

Dimostrazione: prima di tutto, dobbiamo definire su E[e] una strut
tura di T -algebra. Il modo di farlo é canonico: prendiamo per e-
sempio qualche o€ m(1,1) e consideriamo il composto

2—+ 51 @ 51

che indichiamo con @ (X+Y) € M(2,1).

Esiste allora o0€M(2,1) tale che
0(X+Y) = o) + Y 0" (X) + o
e questa & una legge di '™ (in termini di algebra universale),
ciod cid vale in tutte le M'-algebre. Dobbiamo quindi definire,
per ogni a +e&b € &fe] R
o(a +eb) = 0(a) + &b 0'(a) +s2i.ee., ;

e poiché ¢ = 0, e che ael che ¢ una M-algebra, a destra abbia-
[e]

mo un ben defiinito elemento di [
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Vediamo or;aL di dimostrare che L[e] & effettivamente il coegua-
1izzatore di cui sopra: per ogni ™ -algebra B e ogni morfismo
C{x}—£—>38

di m -algebre che "co-egualizza®™ i due morfismi di cui sopras cio
sard il caso se e solo se B manda il gemeratore X di T{X} in un
elemento b di B che verifica b>= 0 - esiste uno ed un solo morfi-
smo di M-algebre T[¢]—¥—> B tale che

B = B{X} ——> tle] +—> B.

Ora, possiamo anzitutto supporre I C B: poiché T & la ' —algebra

\

iniziale, esiste unM-—omomorfismo G —'> B che sarda dunque
in particolare un omomorfismo di anelli, e, poiché T & un campo,
t & necessariamente un monomorfismo.
Quindi, dovremo avere necessariamente

y(a+ ea') =a+ y(e)al
e 7(g) = b, ciod 7: a+ealr——>atb-a’.
Resta da vedere che ¥ & un morfismo didl'-algebre, cioé che commuta
con tutte le M-operazioni: cid si fa sfruttando, come sopra, le

legei della teoria®™.®

Abbiamo cosi visto che e ¢ una M-algebra e risolve

nella categoria delle Tr-algebre lo stesso p&oblema universale che
nella categoria degli anelli commutativis Pit in generale, per ogni
@ -algebra B, 1'anello B[e¢] ammette un'unica struttura come W-algebra
tale che sia ‘

Ble] = B + T[e] (coprodott‘o nella categoriadelle

T -algebrte).

T,a dimostrazione di questo fatto & analoga a quella che stabili-

sce che L[e] & una M-algebdbra.
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Sia ora 7 la categoria delle M-algebre finitamente pre-
sentate, e consideriamo il funtore distratto J ——=¢ che indi-
cheremo ancora con A e che, come si dimostra nella semantica
funtoriale, € ancora la generica T -algebra.

Teorema 5. hey? & un anello di tipo retta.

La. dimostrazione si svolge esattamente come quella che stabili-

sce che lAey’ﬂ & di tipo retta: basta sostituire Z.con T: T{X}

rappresenta A in gquesto caso; analogamente, D € ora rappresenta-
to da Tle]l .o

Il fatto analitico che c¢i ha permesso di ottenere questo
risultato € questa volta la legge diM: per ogni operazione
0we™ (1,1) esiste @ tale che ‘

o(X+Y) =0 (X)) + Y- '(X) + Y2-g
basata sullo sviluppo delle funzioni analitiche in serie di Tay-
lor, che ci permetteva di sostituire E{X}/ngo‘con €le] di cui
sappiamo che, come spazio vettoriale su &, ha soltanto dimensio-

. s . . 2 .
ne 2, cosicché, con ¥ = be , il termine Y ¢ si annulla sempre.

Vorrei infine considerare alcuni aspetti dell'analisi

che si pud svolgere nella MT-algebra generica A: consideriamo il
. I8
seguente enunciato su i :. |
R

Vael . 1! felk +tale che f'+a-f=1 e £(0)=0.

Chiaramenté, tra i morfismi A—>JA abbiamo la funzione esponen-—
Z \ - - - .

ziale exp, visto che T —>{ & analitica e dovunque definita, e
si dimostra facilmente che exp(0)=1.

Si potrebbe pensare di dimostrare l'enunciato di sopra-
con il seguente argomento: si distinguonc due casi:
- a=03; f(z)=z & allora una soluzione;

1-exp(-az) .

- a0 " é allora una soluzione.
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- Ma ¢id non dimostra l'enunciato internamente oiché, internamen-
b ] ?

te, la disgiunzione che si traduce nella distinzione dei due casi
non & valida; oltretutto, non abbiamo a # 0 «—=——a & invertibi-
le, poiché A non € un oggetto-campo inuygt Per dimostrare la va-
1idita dell'enunciato internamente, occorre esibire un morfismo
lA-—)ﬂm che associa ad ogni ae€lA un faelAA tale che fé+a-fa =
e fa(O)=O; per l'aggiunzione esponenziale, c¢io¢ significa che oc
corre trovare
y/:% xIA'—qL;'IA tale che per ogni ae A
w(a,z)==fé@ﬂpossiede le proprieta richieste,cioé

aw (a,z) + a-9p(a,z)=1 e ¢(a,0)=0.

Entra dunque in gioco la differenziazione parziale. Il fatto che
1'argomentazione di sopra non costituisca una dimostrazione per
la validita interna del nostro enunciato ha una controparte ester

na; esso ha cioé una rilevanza per la matematica concreta: la
1=exp (=az)
a

soluzione fornisce infatti, per valori piccoli d4i a,
dei valori numerici che sono poco precisi: al tendere di a verso o,
sia il numératore che il denominatore tendono a zero, cosicché il
quoziente diventa inesatto. Un mio collega,;il prof.Svejgaard, che
si occupa di calcolatori elettronici e che éi interessa di anali-
si costruttiva, mi ha indicato come si possbno ottenere dei valo-
ri numerici migliori nel calcolo della soluzione: si pud trovare
precisamente una funzione ¢(a,z) che possiede i requisiti per la
validita interna del nostro enunciato e che quindi, esternamente,

dimostra un enunciato piu generale.

A questo scopo si consideri la funzione

+ 42 +3
E(t) =: 1 + ~—-+ ST Tt e € m1,1)3

ponendo ¢(a,z) = z+ E (-az), troviamo una soluzione nella guale
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a interviene come parametro C-infinito. Il fatto che, come serie

di potenza, 1—exgﬁ-az) e z-E(-az) coincidono, non deve inganna-

re: come morfismi composti della M-algebra A, il primo non é defi-

nito, il secondo lo é; e esternamente, cio si traduce, per esempio,

nel fatto che, in un calcolatore tascabile, calcolando E(t) a par-
t)=1

t ?

ti per valori piccoli di %, mentre al contrario, calcolando exp(t)

tire da exp, cioé come si ottengono valori molto inesat-

come t+E(t)+1, si ottengono valori buoni per exp. \



| i, S

s A =As N
SO - - R

o6

o La geometria differenziale in un topos
3

3.1, L'assioma di linearita infinitesirale e la struttura lineare

dei fibrati tanpgente.

Anche in questo capitolo, il nostro approccio sa-
ra ancora’. assiomatico: dati una categoriaQ?can;%ig finiti,
un anello A in € e D = [x |X2=O] >———> A, vorremm¢ trova-
re degli assioml che garantiscono che, secondo l'idea "geo-
metrizzante" di Lawvere, VD funga da fibrato tangente per ogni
oggetto V di ¥ (supporremo che VD e gli altri oggetti esponen
ziali che useremo in seguito esistono in ¢ ). A questo scopo,
converra certamente richiedere che le fibre di VD siano A-moduli
(cioé che VD-—£L> VCI) sia un A-modulo in ¥/V il che, parlan-
do in termini insiemistici, significa che per ogni xeV, l'in-
sieme p_q(x) = {t: D—> Vlt(0)=x} che costituisce la fibra di x,
pvvero l'insieme dei vettori tangenti su V che sono applicati

¥x)

in x, sia un A-modulo)( * Se pensiamo ad A come, per esem-
. . - . « N\ . . . 8 D \ . R
pio, ai numeri reali, cio significa che V° e un fibrato vetto-

riale su V.

. , N
() 8i ricordi c%e VD—lla-V proxﬁene da 1 —9 > D tramite
il funtore VV J, cioé p = (t:D—=> V) b—>t(0).

(%) Pil precisamente ancora, dovremmo parlare di VD——E%>V'CO—
. 9

me di un (AxV ——— V) -~ modulo in ¥/V; si noti che tutti
gli "abusi" insiemistici che facciamo qui e nel seguito
parlando di "elementi" xeV e di teVD come "funzione" da
D in V diventano formulazioni rigorose non appena si in-
tendc'%iemento" in sensc lato. ciocd, x€V sigrnifica:

X %5 v, tevP significa X —%> VD, ciod DxX —I—> V;
in questo modo, lavoriamo automaticamente in %/V

4



Ora, consideriamo, oltre a D =: D(1), anche
2 l 2 2 ]
D(2) =: [(x,m)ea” =" =35 =g =0
e, analogamente
= ol =
D(3) =: [(Xq’xg’X3>E'A xixj-O].
Chiaramente, risulta D(2) € DxD < AxA. Da D a D(2) abbiamo due

3

morfismi iq e i2‘che possiamo descrivere cosi:

i, & ——————>(4,0) '
12: d ——————>(0,4); . x
analogamente, abbiamo tre morfismi g0 32, 35 da D in D{3):
Jqt d —> (4,0,0)

e cosi V1a. Componendo questi morfismi con ﬂ:——SL—a-D ¢ ap-

()

plicando il Lunggre v , otteniamo allora due diagrammi:

1

() v=vle¥=2 Vg ¥ ()
vi2
I'01 J

o V=p _D: e /23

AM

2y V=V «—m—

V'3
Possiamo dimogtrare che le fibre di VD sono A-moduli.

se V e infinitesimamente lineare, nel senso che verifica il se-.

guente

Assioma 2. I dia grammi (1) e (2) sono esatti a sinistra ciod

D(g) . V §V e analogamente, V ())“VDVVD§VD.

La condizione essenziale € l'esattezza di (1); quella di (2)
sara usata solo per dimostrare l'associativita dell'addizione

0

sulle fibre. 3i noti che, se D(2) = DD (01oe se MT——>D _
i1
. u>—>u(,2)!

é un push-out), e se D(3) = DD D 5 tutti gli oggetti di % sono

infinitesimamente lineari, poiché il funtore V( ) trasforna
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i push-out in prodotti fibrati.

Teorema 1. Se VE¥ ¢ infinitésimamente lineare, le fibre di VD

sono A-moduli,

Dimostrazione. Per definire 1'addizione sulle fibre di VD, con-

sideriamo il morfismo diagonaleiD>—4ée>DxD; chiaramente A si

fattorizza attraverso D(2), indicheremo ancora con D;>J§e>D(2)

. ‘o . . D
tale morfismo, e definiamo l'addizione in V — =V come segue:

VD§VD et v oy VD<2)_1—>A yP

Per esplicitare questa definizione, vediamo anzitutto cosa di-

ce l'assioma 2:

i
yD(2) V" o P
V% | ip> é un prodotto fibrato,
P > V

sse, per ogni coppia (t ity ) di elementi di VD tali dhe p(t )=
—p(t ),cioé per osni coppia di "vettori tangente" applicati in
uno stesso punto x= p(t )= p(t ) di v, e51ste uno ed wn solo feVD( )
tale che ;qof = tq e 120f = t2’ cioé tale che
f(d,O):tq(d) e £(0,4) = tg(d) per ogni de D.

La nostra definizione dell'addizione in VD significa perciod: _

data una coppia tiat, € VD in una steégg_fibra di VD, 5

e associata ad essa la funzione f € VUK&) come sopra,

si pone tq+t2 =3 Aof : D ——-éL—> D(2) ___i_€>-v,
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ovvero, per ogni 4 €D,
(t,+5,)(a) = £(a,a);
poiché (tq+t2)(0)= £(0,0)= tq(O) = tg(o), t,+t

cora alla stessa fibra.

5 appartiene an-

Verificheremo in dettaglio soltanto che questa addi-
zione ammette l'inversa: osserviamo anzittutto che il morfismo
A— > A (a —> -2a) .

N 2
induce un morfismo D —=—> D, poicheé, se d2=0, allora (-d) =0.

Dato quindi tﬂEVD con t(O):x‘CXD, anche D —> D t:>V porta
il punto O in x; possiamo quindi considerare t+(-t) secondo
1'addizione nella fibra di x sopra descritta; poiché la funzio-
ne f: D(2)——=V cosi definita:
(dq,de)h———e>t(d1-d2)
verifica £(d,0) = t(d)
£(0,4) = t(~d) = (-t)(d),

D(2)

essa &€ 1'(unico}) elemento 41 V corrispondente alla coppia

D(2 . o .
( ), e quindi, per ogni deD,

(t, -t) nell'isomorfismo VD§VD =TV
risulta

(t+(-t)(a) = £(a,d) = t(d-d) = t(o) = x;
in altri termini, t+(-t) coincide nella fibra di VD su X con
quella "funzione" che associa ad ogni deD il punto base x della
fibra; ora, questo € precisamente l'elemento neutro dell'addi-

zione nella fibra su x.

Per definire infine la moltiplicazione con i scala-

ri di A, dati ael e t: D——>V, poniamo

(%) Adoperiemo ora direttamente la terminologia insiemistica,
visto che ¢ facile tradurla in termini di diagrammi.



a-t =2 D Doy D —L 5 T
(d———> dab+—> t(d.2a));

chiaramente, D & stabile rispetto alla moltiplicazione con sca-
lari: d2=0 implica (a-d)2 = 0 per ogni ael.¢

Abbiamo cosi definito una struttura di A-modulo per
ogni V€ ¥ che & infinitesimamente lineare; inoltre, si ve-
de facilmente che questa definizione & naturale in Ve dati due
oggetti infinitesimamente lineari, V e V', e‘V———E;—>'V', abbia

mo il diagramma commutativo

v £ s v
pT Tp'
D
.y £ 5 71D

D N . - » -
e £ ¢ lineare sulle fibre, visto che abbiamo dato tutte le no-

stre definizioni funtorialmente.

Teorema 2 gx) Se A & di tipo retta, allora per ogni n, At

infinitesinamente lineare.

N

(x) Guesta proposizione non & perfettamente esatta: si dovrebbe
prendere una nozione leggermente piu generale degli anelli
di tipo retta: dalla definizione originale discendeva che
le funzioni da D in A si possono sviluppare in serie di
Taylor con due termini; cid che occorre qui € che le fun-
zioni DxD ——> A si possono sviluppare in gerie di Taylor
naturalmente con quattro termini. -Comungue,—se-fi-&-l'anel

Io—generlco 0-1'anello-locale—generico,—abbiama——
U’é%} b, ey o -»»-Ln—-l\-mv\-v---‘r\nn‘-an-s—_-kn-_-‘ Tt _0}"_‘1___‘.‘ T\—g""%\

—Ujml,*u\_;) hn'ﬁ)ﬁu A QOSSN 1D e

infTinitesimanente— 11neare-
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Corollario. Se A & di tipo retta, (An)D-——£e>An possiede una

struttura lineare su ogni fibra.
Potremmo vedere direttamente che(An)D———E;%>An ¢ un fibrato
vettoriale: abbiamo AQQAXA tramite ¢, e quindi

AP 2 WOP 2 (axa)? - AP — 5 P
e il morfismo p € in questo caso semplicemente la prima proie-
zione; si tratta cioe del fibrato tangente banale che deve ov-
viamente essere il fibrato tangente di questi "spazi vettoria-
1i"™ canonici se tutta la nostra impostazione vuole avere un

qualche senso.

Una delle scoperte fondamentali della geometria dif-
ferenziale, dovuta a Lie, &€ che una varieta che porta una
struttura di gruppno, cioe un gruppo di Lie,induce sullo spazio
tangente sopra l'elemento neutro una struttura di algebra di ILie.
Per ottenere anche per i nostri fibrati tangente una proprieta

analoga, formuliamo lo

Agsioma 3. I1 funtore V( ) porta il seguente diagramma in un

diagramma esatto:
h,
DxD = 2DxD ——> D,
2

dove poniamo h,: (dq,dz)r—————ﬁ>(d1,o);

hy: (d,,4,)———(0,4,);

& la restrizione della moltiplicazione di A a D.

Questo assioma, secondo il quale dunque VD-——!;—é VDXD e 1l'e=-
gualizzatore di h,

v
VDXD = - VDXD,
vh

WA
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. . - e ; : DxD
significa in termini geometrici che ogni "funzione" feV

che assume costantemente lo steiso valore sugli assi
/)

DxD = }D' >

e —

D

(per la quale si ha cioé £(d,0)=£(0,4) per ogni deD), & del

tipo (d1,dﬁ)h———> g (dq'd2> con g : D ——=V; vivecersa,

ogni funzione siffatta & ovviamente costante sugli assi:
£(d,0) = g(d-0) = g(0) = g(0-d) = £(6,4).

Se A & un anello di tipo retta, A" verifica questo assioma 3,

come si vede facilmente usando le "serie" di Taylor.

Possilamo ora effettivamente dimostrare il seguente

Teorema 3. Se V € un monoide in ¢ (cioé un semigruppo con un

elemento neutro ﬂ:——ﬁ-e-v) che verifica gli assiomi 2 e 3, al
lora lo spazio tangente L di V nel punto e dato dal seguente

prodotto fibrato

L > 7

| >
1 e >V

¢ un'algebra di Iie in ¥.

Non entriamo nei dettagli della dimostrazione (cfr. [RW]).

831 vede intanto che se V & infinitecinmanentea Tineare, T, evedita!

da VD———JL——9V la struttura di A-modulo. Indichiamo ancora come

si definisce il prodotto di Lie su L usando, come al solito,
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14 notazione insiemistica: data una coppia di elementi di L,
cioé (tq,tg)eVD tali che t1(0)=t2(0)=e, consideriamo teVDXD
cosl definito:

(d58y) T (5,(@, 07 o (5,(a,0)7 0%, (80, (d,)
(o indica 1l'operazione che munisce V della struttura di semi
gruppo; la formazione degli inversi in V, teoricamente non
definita, puo essere evitata con opportuni accorgimenti).

Chiaramente, se d,=0 oppure d,=0, viene (dq,d2)=e -.in al-

1 2
tri termini, v egualizza Vh‘ e th; cid implica l'esistenza
1,d2) ] t(Q,l d2)
per ogni (dq;d2)€§DxD. Definiamo aunqge th,tg] = .

di un te:VD univocamente determinato tale che v(d

T morfismi étale e la nozione di varieta

’

Non ¢'é da dspettarsi che tutti gli oggetti nei to-
pos della geometria algebrica siano infinitesimamente lineari

o che verificano l'assioma 5<%). A nostro avviso, queste con-
dizioni dovrebbero perd essere verificate quando si costruisce
un oggetto geometrico in un topos. La tecnica adatta per que -
sta verifica & - coerentemente la nostral impostazione geometri-
ca - quella che consistenel definire una varietd come un ogget-
to che pud venir ricoperto con degli "aperti omeomorfi allo
spazio euclideo". Cerchiamo dungue angitutto di definire nel

nostro contesto una nozione di sotto-ogretto averto di,un og-

getto dato. Poiché tutto il nostro discorso dipende da quegli

&) Si noti che nell'assioma % non si fa nessun riferimento ad
una eventuale struttura di semi-gruppo su V.
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oggetti infinitesimali che sono D, D(2) ecc., un modo natura-

le di dare questa definizione potrebbe essere il seguente:
U>—>V & aperto (rispetto a D) |

se & stabile rispetto alle estensioni mediante D, cioe: per

ogni punto L —%—>7U di U, e ogni elemento di V che & una

estensione infinitesimale di u - in altri termini, per ogni

quadrato commutativo

ity

U

l 4
5 B I
; v

D =———— 5
esiste uno (ed un solo) morfismo da D in U che rende commuta-
tivo il diagramma risultante. L'esiSténza di questo morfismo
sta a significare che quella estensione infinitesimale di u in V
& gid in U : "U contiene assieme ad ogni suo elemento anche un
suo intorno infinitesimale”.

| Per ragioni tecniche abbastanza ovvie, conviene con
siderare degli elementi piu generali di quelli definiti su 1
e dire che

U>>V & aperto (rispetto a D)

se per ogni diagramma commutativo
i
V -

esiste una (e quindi una sola) fattorizzazione tramite U, o,

X X

J

(x, O)XXD-——————>

equivalentemente, sse 1l diagramma

D _ D ?
U =—— v
pl lp é un prodotto fibrato;

U>——7

(Yogni azion» infinitesimale su un elemento di U si svolge

L
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interamente in U".

Analogamente si definisce quando U>——> V & aperto
rispetto a D(2), D(3), DxD ecc.

(%)

Definizione 1. U ———— V (non necessariamente mono) & é&tale

sse UD

|

e i diagrammi analoghi per D(2), DxD, ecc. sono prodotti fibra
ti.

In base alle nostre considerazioni precedenti, un monomorfismo
¢tale potra quindi venir concepito come un sotto-oggetto aper-
¥o. Un caso tipico di morfismo étale che non & un monomorfismo
si presenta come .

11Ui-—————>»V
dove ogni Ui é aperto nel senso che l'immersione di Ui in V
e étale. In questo modo possiamo assimilare un morfismo étale
che sia un epimorfismo régolare ad un ricoprimento aperto del
suo codominio. per definire poil le varieta come si fa classi-
camente, cioe¢ come fibrati vettoriali le cui fibre siano spazi

"euclidei"; cio porta alla

Definizione 2. V & una varieta di dimensione n se esiste un

oggetto V' infinitesimamente lineare e un epimorfismo regolare
8tale V! ——» V tale che 1'A-modulo sopra V'

'V"D_____ > Vl
& isomorfo a V'xaAt—— s V! (consideriamo A% come 1o "spazio

euclideo" canonico di dimensione n).

(£) cfr. la noz.... .i morfismo étale che si da in(I] .



Anche nei topos abbiamo un teorema di "descente étale':

Teorena 4. Se V! — > V €& un epi regolare étale, e se V' &

infinitesimamente lineare, anche V lo é&.

Pensando a V'——> 7V come ad un ricoprimento aperto, questo
teorema & geometricamente fondato: se V' ha degli spazi tangen
ti lineari, V' induce una struttura lineare anche sugli spazi
tangente di V. In particolare, questo teorema fa sl che ogni
varieta é infinitesimamente lineare.

Con il seguente
S D . e e
Assioma 4 : (-)  commuta con i colimiti

doncludiamo la lista del nostri assiomi e ci accingiamo ora
a dimostrare che, per "esempio, le varieta gragsmanniane sono
varieta nel senso da noi definito. La varieta grassmannisna

pill semplice & la retta proiettiva ' cosil definita:

dato un anello A di tipo retta in un topos(x)zf,

e posto ‘

v =, {((xy)\eﬂg |x & invertibile oppure lo & y}
si definisce P'=: V%= y =essendo la relazione
di proporzionalita (determinaté dall'azione del

gruppo lineare gencrale GL(1,4)),

Teorecma_S. La retta proiettiva P'é una varietd di dimensione 1.

() E' per ragioni di semplicitd che supponiamo che la catego
ria ambiente sia un topos, anche se basterebbe prendere
una categoria esatta con sup stabili e qualche ogpgetto e-
sponenzia.z.
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Dimostrazione. (scriviamo semplicemente V e P invece di vhie 1),

In ogni topos si dimostra facilmente che PP ¢ l'unione di due

coppie della retta affine A:

(1,a)
(a,1)

Per dimostrare ora il teorema ci serviamo di alcuni lemnmi che

possiamo descrivere con az:i; le immersioni di A in P.

discendono dall'assioma 4

TLemma 1. Se (Xi>———>-x eI é una famiglia di monomorfismi étale,

allora anche IIKi-—————+>X & étale.

Lemma 2. Se ogni X, & una varieta di dimensione n, ancheHKi

i
lo €.

..'* . h
Questi lemmi discendono in parte dal fatto che i coprodotti
sono disgiunti e universali in un topos, in parte dalla possi-
bilitd di anelizzare 'LKXEP) in termini d4i (IIXi)D in virtu
dell'assioma 4.

Poiché sappiamo che IP= AIIA e che A & ben inteso
una varieta di dimensione 1 se & di tipo retta, la nostra di-
mostrazione si riduce in virtd di questi lemmi a mostrare che
i due mondmorfismi da A in P sono étale. Come vedremo, l'as-
sioma # interviene in modo essenziale in questa argomentazio-
ne in quanto esso c¢i assicura che ( )D conserva gli epimorfi- !.
smi regolari.

Visto che P ¢ definito come il quoziente V/=, V—sP

é regolare. D'altra parte, consideriamo 0

-

=::J(x,y)eA2|x ¢ invertibile} >——> V.
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8i vede facilmente che U & stabile sotto l'azione di GL(1,4)
e cio permette di affermare che il diagramma
(x,7) U>—m—>7

i (1)

. X\y A>—e—o>P N
ar——>(1,a)

¢ un prodotto fibrato, cosicché anche U ——=> A & regolare.

Si dimostra peraltro facilmente che U>——> V & étale: cid

riposa sul fatto che, se x€A é invertibile, anche x+d 1lo é&:
(x+d)- E;% = 1

Per mostrare ora che A>—> P & étale, che cioé il quadrato

AD>% IPD

| | @o

A>—-—>TP
& un prodotto fibrato, consideriamo ach e teIPD tali che

t(0) = (1,a)eIP; occorre trovare seAD che si proietta su que-
sti due "elementi"; un seAD siffatto & necessariamente unico,
poiché AD———e>]PD & un monomorfismo. Inoltre, se s si proiet-
ta su t lungo AD——+>IP, s si proiettera certamente su a lungo
AD———>aA, cioé s(0)=a: il quadrato II & comunque commutativoj
quindi, se in senso orario abbiamo

s—> t +—>1(0)=(1,a)
avremo in senso antiorario

sr—> s5(0) —— (1,s(0));
ma (1,a)=(1,s(0)) vale se e solo se a = s(0).

0

13

le propriets richieate. con-
S - - -

sideriamo i due quadrati (I) e
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v v

L, |

teP® — ST .

In entrambi questi quadrati il lato sinistro & un epi regola-

re (per III cid risulta dal fatto che ( )D conserva gli epi

regolari) e possiede quindi una sezidne; siano a'eU e t'eVD

gli elementi che si ottengono "alzando" a e t lungo questi la

ti. Anche se generalmente sard t'(0)# a' in V, risulta comuncue
t'(0)=a';

infatti, per la commutativitd di IIT & t'(0)=t(0); ma +(0)=(1,a)

per ipotesi, e per la commutativitd di I & (1,a2) = a'.

Ora, U & stabile sotto l'azione di GL(1,A); pertanto t'(0)=a'eU
implica t'(0)€U, e poiché U>———> V & étale, cid significa che
l'azione di t' si esaurisce in U, ossia t'eUD.

51 vede ora che l'elemento sEAD che cerchiamo non & altro che
1'immagine di t!' in UD——e»-AD: per mostrarlo, consideriamo il

D . s
quadrato I, cloe

TQ>—————4>-VD

AD>~—————9IPD
in senso orario abbiamo t'r— T ¥, € quindi anche in
senso antiorario t'——> s >t.¢

Con una nozione leggermente piu generale di varietd e con una
tecnica molto simile a quella che abbiamo usata nella preceden--
te dimostrazione, si pud dimostrare che tutte le grassmanniane !

sono varietd = Cfr:[Rkj{
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Teorema 6. L'anello generico e l'anello locale generico veri-

ficano l'assioma 4.

Dimostrazione:

- perﬂxey% sappiamo che D = hz[s] . Ora, € un teorema genera-
le della teoria delle categorie che, per ogni oggetto X di una’
categoria ¢ ,()hX ¢ommuta con i colimitij

- per Ae & (dove il teorema riveste naturalmente un interesse

maggiore, poicheé la costruzione delle grassmanniané, per e-
sempio, non ha molto senso per un anello che non & locale),
ci serviamo di un
lemma: per ogni xey¥ , a(XD) = (aX.)D (a i1 funtore di rifles
sione 5"”——93’).
Guesto lemma si dimostra considerando il modo in cui, in 3GA4,
si costruisce il funtore a come il composto £-€; esso dipen-
de, essenzialmente dal fatto che, dato BEw, vi & una corrispon-
denza biunivoca tra i co-ricoprimenti di B.e quelli dai Ble] :

chiaramente, dato (B————:»Bi). € Cocop (B), per la stabili-

ta dei co-ricoprimenti rispettzegi pusa~out, B —> Ble] da luo
go ad un co-ricoprimento (B[] — Ci>ieI di Ble] j;il fatto
che ogni co-ricoprimento di Ble] & di questa forma per un uni-
¢co (B—mm— Bi)ieIe Cocop B, dipende éssenzialmente dal fat-
to che b,+eb, ¢ invertibile in Ble] sse b, & invertibile in B,
cosicché una famiglia _(_bi+ eci) genera Blelsse (bi) genera B.
Nella dimostrazione del teorema 6, possiamo sfruttare
inoltre il fatto che a commuta con lin, cosidché, data una -

i‘am::.glla (X, =3 in &, viene: '

Q(Xi ) = aﬁ JX )) = a((]_._gylﬂx ) ) perché il teorema
vale in ¥
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@(ligéaﬁég')) per il lemma

w

D
i X, on 1i
1.4 aX.) perché a commuta con lim

. D . hY . Y . z ’
= (llmgxxi poiche gli Xi erano gia in 4,

Osservazioni finali

Gid in [K7%])ci eravamo proposti di trovare delle
proprieta combinatorie del piano proiettivo in Z, come 1l'in-
cidenza punti-retta per poter esprimere, per esempio, che o-
gni coppia di punti distinti determina una ed una sola retta,
ecc.; & chiaro che questo genere di cose si pud fare con l'agy
to delle varietd grassmanniane in %, poiché si tratta di nozio
ni lineari, e Z¢é& il topos che classifica la nozione di anello
locale che & la migliore approssimazione della nozione di cam-
po in un topos; in un campo si pud fare soltanto l'algebra li-
neare. Nel topos &t si possono esprimere delle proprieta com-
binatorie piu complesse, cioé ihtersezioni di quadriche e al-
tre intersezioni non linearij; ci possiamro domandare quali sono,
per esempio, le proprieta delle varieta grassmanniane in &t. Ma
cosa bisogna intendere con proprieté combinatorie e perché non .
vengono prese maggiormente in considerazione ? Il fatto € che
questi problemi sono stati affrontati e la tecnica piu adatta
in questo contesto € quella della coomologia con i suoi cup-pro
duct eqc.; che costituisce un approccio a tutta quella teoria
delle intersezioni. Sembra quindi che ¢id che abbiamo cercato
di fare in &%t, dove, in realta, sappiamo fare ben poche cose,
& di pervenire ad una coamologia étale motivata dai semplici

assiomi geometrici che abbiamo qui illustrati.
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Potrebbe quindi darsi che, in ultima analisi, c¢iod
che stiamo cercando non € che una motivazione per la coomolo-
gia étale, cioé per il titolo di SGA 4 ! Troveremmo percioc sem

plicemente un punto di vita diverso per una teoria classica.
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